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Vorwort znr ersten Auflage. 



Mit diesem Bande gelangt das ganze Werk, das vor drei 
Jahren mit der Veröffentlichung des dritten Bandes begonnen 
wurde, zum Abschlüsse. Über die Beweggründe, durch die 
ich mich bei der Auswahl des Stoffes und bei der Darstellungs- 
weise leiten ließ, habe ich mich in den Vorreden zu den 
früher erschienenen Bänden schon so ausführlich ausgesprochen, 
daß mir jetzt nicht mehr viel hinzuzufügen bleibt. 

Man darf bei der Beurteilung des Werkes nach dieser 
Richtung hin nicht vergessen, daß es sich um Vorlesungen 
über technische Mechanik handelt, die nur in etwas erweiterter 
Form veröffentlicht wurden. Weitergehende Ausführungen, die 
zur Theorie der Brücken, zur Statik der Baukonstruktionen 
überhaupt, zur theoretischen Maschinenlehre usf. gehören, 
darf man in Vorlesungen, die für Studierende der ersten vier 
Semester gehalten werden, nicht erwarten. Der Vortrag über 
Mechanik hat nach dieser Richtung hin nur die Grundlage zu 
bieten, auf der in den einzelnen Fachvorlesungen weiter gebaut 
werden kann. Andererseits muß freilich Wert darauf gelegt 
werden, daß nicht alles nur auf den unmittelbaren praktischen 
Gebrauch zugeschnitten wird, sondern daß auch solche Unter- 
suchungen zu ihrem Rechte gelangen, auf die man bei den 
Anwendungen zwar nur ausnahmsweise stößt, die aber zum 
genaueren Verständnisse der üblichen Methoden wesentlich bei- 
tragen. 

Bei der Verteilung des Stoffes auf die einzelnen Bände 
haben übrigens neben andern auch manche Erwägungen bei- 
getragen, die in dem besonderen Unterrichtsbetriebe an der 
hiesigen Hochschule begründet sind. So ist z. B. zu beachten, 
daß die in diesem Bande behandelte Vorlesung über graphische 
Statik in demselben Semester mit der Vorlesung über Festig- 
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keitslehre abgehalten wird and daß beide im wesentlichen 
Yon denselben Hörern besucht werden, abgesehen von den 
Studierenden der Architektur, die nur die graphische Statik 
hören. Hieraus erklären sieh manche Hinweise in diesem 
Bande auf die Lehren des dritten Bandes. Auch für das 
Priyatstudium empfiehlt es sich daher, diese beiden Bände 
gleichzeitig nebeneinander zu gebrauchen. 

Bei der Ausarbeitung und der Herstellung dieses Bandes 
hat mich Herr Ingenieur Julius Schenk, z. Z. Assistent für 
technische Mechanik an unserer Hochschule, wesentlich unter- 
stützt. Er hat nicht nur die dazu gehörigen Figuren ge- 
zeichnet und die Eorrekturabzüge durchgesehen, sondern mir 
auch manche Aufgaben vorgeschlagen, die ich hier aufge- 
nommen habe. Für seine eifrige und nützliche BeihiKe spreche 
ich ihm auch an dieser Stelle meinen besten Dank aus. Auch 
der Yerlagshandlung bin ich für die treffliche Ausführung des 
Druckes zu großem Danke verbunden. 

Möge auch diesem Bande eine ebenso wohlwollende Auf- 
nahme beschieden sein, wie sie den andern zuteil wurde. 

München, im Juli 1900. 

A. FSppl. 
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Als sich wenige Jahre nach dem Erscheinen der ersten eine 
zweite Auflage dieses Bandes nötig machte, schlug ich der 
Yerlagshandlung vor, die Höhe der Auflage so groß zu be- 
messen, daß der Bedarf voraussichtlich für eine längere Zeit 
gedeckt sein würde. Ich ließ mich dabei von der Voraussetzung 
leiten, daß größere Fortschritte in der graphischen Statik, die 
eine Besprechung in diesem Lehrbuche finden müßten, einst- 
weilen kaum zu erwarten seien. Darin habe ich mich auch 
nicht getäuscht. Obschon der Absatz der stark vergrößerten 
zweiten Auflage nahezu neun Jahre beansprucht hat, habe ich 
mich jetzt bei der Bearbeitung der dritten Auflage zu durch- 
greifenden Änderungen kaum veranlaßt gesehen. 
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Die wichtigste Anderang der Neuauflage besteht in der 
Zufügung von 14 neuen Aufgaben mit vollständig durchgeführten 
Losungen. Ich habe die Übungsaufgaben stets zu den wichtigsten 
Bestandteilen meines Lehrbuchs gerechnet und bin daher ge- 
neigt, in der Vermehrung des Übungsstoffes eine wesentliche 
Verbesserung zu erblicken. Gute Anwendungsbeispiele, die 
einerseits nicht zu schwierig sind, anderseits aber den behandelten 
Gegenstand doch auch von einer neuen Seite her zeigen und 
dadurch ein selbständiges Nachdenken erforderlich machen sollen, 
sind nicht gerade leicht zu finden. Für den Zweck dieser Neu- 
auflage wurde mir jedoch die Auswahl durch den Umstand er- 
spart, daß die neu hinzugekommenen Aufgaben von mir im 
Laufe der letzten Jahre als schriftliche Prüfungsaufgaben bei 
den Diplomvorprüfungen an unserer Hochschule gestellt worden 
sind. Bei der Bearbeitung der Prüfungsaufgaben steht den 
Kandidaten die Benutzung aller literarischen Hüfsmittel und 
daher auch meines Lehrbuches frei. Sie befinden sich daher 
in derselben Lage wie ein Anfänger, der sich in der selbständigen 
Anwendung der vorgetragenen Lehren einüben will. Die Er- 
fahrungen, die sich in den Prüfungsergebnissen aussprachen, 
haben mich gelehrt, daß die neu aufgenommenen Aufgaben 
den vorher erwähnten Forderungen entsprochen haben. 

Eine andere sehr wichtige Anforderung an ein Lehrbuch, das 
auch in die Hände von weniger bemittelten Studenten gelangen soll, 
ist die, daß der Preis nicht zu hoch ist. Und zwar schien es mir 
wünschenswert, nicht nur eine Verteuerung zu vermeiden, die 
von vornherein zu drohen schien, sondern den Preis gegen 
früher noch herabzudrücken. Infolge eines Übereinkommens 
mit der Verlagshandlung, bei der sich beide Teile zu einem 
Entgegenkommen bereit finden ließen, ist mir dies erfreulicher- 
weise auch gelungen. Ich spreche der Verlagshandlung dafür 
auch hier meinen Dank aus. Anderseits mußte ich freilich 
durch starke Streichungeu den Umfang des Buches trotz des 
neu hinzugekommenen Stoffes wesentlich vermindern, um den 
billigeren Preis zu ermöglichen. Ich glaube indessen nicht, daß 
die Kürzungen, die ich vornahm, so weit gegangen sind, um 
eine Schädigung des Lehrbuchs herbeizuführen. 

München, im August 1911. 

A. Föppl. 
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Erster Abschnitt. 

Zasammensetznng nnd ZerlegUBg der Kräfte am materiellen 

Paukte und in der Ebene. 

§ 1. Zeiohnung und Beohnung in der Statik. 

Die Kräfte sind gerichtete Größen. Um eine anschauliche 
Vorstellung von ihnen zu gewinnen, stellt man sie in einer Zeich- 
nung durch Strecken dar. Auch die Beziehungen, die zwischen 
den Kräften bestehen, gehen hiermit in Beziehungen zwischen den 
Strecken über, durch die sie abgebildet werden: also in geo- 
metrische Beziehungen, die sich mit Hilfe der Zeichnung oder 
überhaupt auf geometrischem Wege am einfachsten weiter ver- 
folgen lassen. Insofern kann man daher sagen, daß die geo- 
metrische Betrachtungsweise der Art des Gegenstandes, den man 
in der Statik zu behandeln hat, von vornherein sehr gut ange- 
paßt ist. 

Aber darum ist man an diese Betrachtungsweise noch keines- 
wegs gebunden. Zunächst ist aus der analytischen Geometrie 
bekannt, wie man Beziehungen zwischen Vektoren auch auf 
rechnerischem Wege verfolgen kann, indem man nämlich die 
Vektoren in ihre Komponenten nach den Achsenrichtungen 
eines Koordinatensystems zerlegt und mit den Komponenten 
rechnet. Davon kann man auch in der Statik Gebrauch machen. 
Eüerzu kommt aber noch, daß sowohl der Momentensatz als das 
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, die wir schon im 
1. Teile dieser Vorlesungen als Gleichgewichtsbedingungen 
zwischen den an einem Körper angreifenden Kräften kennen 
gelernt haben, eine oft sehr bequeme Handhabe zur Untersuchung 
des Gleichgewichts auf rechnerischem Wege abgeben. 

VOppl: Oraphlaoho Statik. 8.Anfl. 1 
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Man kann daher nicht sagen, daß das zeichnerische Ver- 
fahren dem rechnerischen allgemein überlegen wäre. Es kommt 
vielmehr auf den besonderen Gegenstand der Untersuchung 
an, welchem von beiden der Vorzug zu geben ist. 

Solange die Beschäftigung mit der Statik auf die Kreise der 
Mathematiker und Physiker beschränkt blieb, wurde meist 
das rechnerische Verfahren bevorzugt oder gar ausschließlich 
angewandt. Erst als die Techniker anfingen, von den Lehren 
der Statik zu ihren praktischen Zwecken einen viel weiter aus- 
gedehnten Gebrauch zu machen, kam dsis graphische Verfahren, 
das vorher lange Zeit hindurch fast ganz vernachlässigt war, 
allmählich mehr in Aufnahme. Namentlich war es Culmann, 
der durch sein 1864 erschienenes bahnbrechendes Werk „Die 
graphische Statik'* die graphische Methode zur allgemeinen 
Anerkennung und Einführung brachte. 

Heute wendet man ohne besondere Bevorzugung des einen 
oder des anderen Verfahrens bald die Zeichnung, bald die 
Bechnung an, je nachdem sich diese oder jene im Einzelfalle 
besser eignet. Hierdurch ist die Bezeichnung „graphische 
Statik' ' ihres ursprünglichen Sinnes mehr oder weniger ent- 
kleidet worden. Die Techniker verstehen darunter gewöhnlich 
die Statik der Tragkonstruktionen überhaupt, ohne jene Teile, 
die besser auf dem Wege der Bechnung behandelt werden, davon 
auszuschließen. Abgesehen von manchen allgemeiner gehaltenen 
Untersuchimgen, die in der graphischen Statik am besten ihren 
Platz finden, habe ich mich auch selbst in meinen Vorlesungen 
diesem Gebrauche angeschlossen. Die ihrem ursprünglichen 
Sinne nach nicht völlig zutreffende, mit dem heutigen Sprach* 
gebrauche jedoch ganz gut in Übereinstimmung stehende Be- 
zeichnung dieses Bandes erklärt sich hiemach aus dem historisch 
Gewordenen. 

Im allgemeinen kann man sagen, daß sich die zeichnerische 
Behandlung vorwiegend für die Untersuchung eines bestimmt 
gegebenen Einzelfalles eignet. Für die Ableitimg allgemein- 
gültiger Sätze ist dagegen die Bechnung gewöhnlich im Vor- 
teile, — obschon es in beiden Fällen nicht an Ausnahmen fehlt. 
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Bei den Anwendungen der Statik anf die in der Praxis des 
Ingenieurs oder Architekten vorkommenden Aufgaben hat man 
es aber meistens mit genau umschriebenen Spezialfällen zu tun 
und hieraus erklärt sich der große praktische Nutzen des graphi- 
schen Verfahrens. 

Zuweilen kann wohl als ein Vorzug des rechnerischen Ver- 
fahrens der Umstand in Betracht kommen, dafi die Bechnung 
eine beliebig genaue Annäherung gestattet, während diese bei 
der Zeichnung durch die unvermeidlichen Zeichenfehler von 
vornherein beschränkt ist. Tatsächlich reicht indessen die in 
der Zeichnung bei gewöhnlicher Sorgfalt zu erreichende Ge- 
nauigkeit so ziemlich bei allen in der technischen Praxis vor- 
kommenden Aufgaben vollständig aus, so daß sich der genannte 
Unterschied nur selten als ein wirklicher Nachteil des graphischen 
Verfahrens bemerkbar machen kann. Vielmehr kann umgekehrt 
die Leichtigkeit, mit der man gröbere Versehen in der Zeichnung 
herauszufinden vermag, während ein gröberer Fehler in der 
Zahlenrechnung weit eher unbemerkt bleibt, als ein Vorzug des 
graphischen Verfahrens bezeichnet werden, der ganz anders ins 
Gewicht fällt als jener geringe oder auch nur vermeintliche 
Nachteil. 

Von den Lehren des ersten Bandes, die ich als bekannt 
voraussetze, kommen zunächst zwei einfache Sätze in Betracht. 
Erstens der Satz, daß die Besultierende von Kräften, die an 
demselben Punkte angreifen, durch geometrische Summierung 
der Kräfte gefunden wird, oder daß sich im Falle des Gleich- 
gewichts die zur Darstellung der Kräfte benutzten Strecken 
zu einem geschlossenen Vielecke aneinanderreihen lassen 
müssen. Und dann der Satz, daß sich der Angriffspunkt einer 
an einem starren Körper angreifenden Kraft, solange es auf die 
Verteilung der inneren Kräfte in dem Körper nicht ankommt, 
längs der Bichtungslinie verlegen läßt, so daß in solchen Fällen 
die Angabe eines Angriffspunktes auf der Bichtungslinie auch 
ganz entbehrt werden kann. 

Wenn die Bichtungslinien der an einem Punkte angreifenden 
Kräfte nicht aUe in einer emzigen Ebene enthalten sind,^wird der 



4 Erster Abschnitt. Zusainmensetzimg und Zerlegrang der Kr&fte usw. 



Linienzag, mit dessen Hilfe man ihre geometrische Summe 
bildet, windschief. Solche Fälle kommen nicht selten vor. Ihre 
Erledigung macht aber keine Schwierigkeiten: man braucht dazu 
nur die Projektionen des Linienzuges in mehreren Bissen zu 
zeichnen. Von den Methoden der darstellenden Geometrie muß 
man ohnehin schon Gebrauch machen, um die Bichtungslinien 
der Kräfte in die Zeichnung des Körpers, an dem sie angreifen, 
einzutragen und es macht dann gar keine weiteren Umstände, 
im Anschluß hieran auch das Kräftepolygon oder das Kräfteck, 
wie es neuerdings von vielen lieber genannt wird, durch seine 
Bisse darzustellen. 

Li Abb. 1 ist dies ausgeführt. An dem mit A in Abb. 1^ 
bezeichneten Angriffspunkte, der durch Aufriß und Grundriß 
gegeben ist, greifen die mit 1, 2, 3 bezeichneten Ejräfte an, 
die ebenfalls durch ihre Projektionen dargestellt sind. Man 
wähle nebenan in Abb. 1** einen Punkt oder seine Projek- 
tionen in beiden 
Tafeln beUebig aus 
und setze von ihm 
aus die Strecken 1, 2, 
3 im Sinne ihrer Pfeile 
aneinander. Dies ge- 
schieht, indem man 
die Projektionen der 
— ' Kräfte in beiden 
Bissen aneinander- 
reiht. Die von aus 
nach dem Endpunkte 
des Linienzuges ge- 
hende Schlußlinie E 
des Kraftecks gibt 
die Besultierende an. 
Die Beihenfolge der 
Zusammensetzung ist, wie |von früher her bekannt ist, ohne 
Einfluß auf das Besultat. Jedenfalls muß man aber darauf 
achten, daß die Pfeile der Kräfte 1, 2, 3 usf. im gleichen 





± — H- 





Abb. la. 



Abb. Ib. 



1 1. Zeichnung nnd Rechnung in der Mechanik. 5 

Umlauf ssinne aufeinanderfolgen , während der Pfeil von A 
diesem Umlaufssinne entgegengesetzt ist. Die absolute Größe 
der Resultierenden findet man durch Ermittelung der wahrem 
Länge der durch die Projektionen dargestellten Strecke B, 
die nach demselben Maßstabe auszumessen ist, der schon 
beim Auftragen der gegebenen Kräfte 1, 2, 3 zugrunde gelegt 
wurde. 

Dieses Verfahren bleibt für eine beliebige Anzahl gegebener 
Kräfte anwendbar. Hat man, wie in dem gewählten Beispiele, 
nur drei Kräfte zusammenzusetzen, so kann dies auch durch 
Konstruktion eines Parallelepipeds geschehen, wovon ^:eine 
Ecke ist, von der die drei Strecken 1, 2, 3 als Kanten ausgehen. 
Die von A aus gezogene Hauptdiagonale des Parallelepipeds 
gibt die Besultierende der drei Kräfte an. Dies folgt leicht 
daraus, daß die Hauptdiagonale eines Parallelepipeds als geo- 
metrische Summe der drei Kanten angesehen werden kann. 
Man stellt diesen Satz vom Kräfte parallelepiped 
gern dem Satze vom Kräfteparallelogramm gegenüber. Für 
die wirkliche Ermittelung von B ist aber die in Abb. 1 benutzte 
Konstruktion gewöhnUch weit einfacher und bequemer als die 
Konstruktion des Parallelepipeds. 

• Um die gleiche Aufgabe analytisch zu lösen, ermittelt man 
zimächst die Projektionen der Kräfte 1, 2, 3 auf drei zueinander 
rechtwinkligen Achsen. Die Komponenten von B in den Sichtungen 
dieser Achsen sind dann gleich den algebraischen Summen der 
Eoniponenten der gegebenen Kräfte in denselben Achsenrichtungen. 
Hiermit ist auch die Größe von B als Quadratwurzel aus der 
Quadratsumme der Komponenten bekannt und die Richtung von B 
läßt sich durch die Kosinus der Winkel zwischen B und den Achsen- 
richtungen hinreichend beschreiben. Aus den Lehren von Band I 
geht dies bereits hinreichend hervor. 

§ 2. Zerlegimg einer Kraft nach gegebenen Bichtungalinien.. 

Eine gegebene Kraft % die am Punkte A angreift (Abb. 2*), 
soll nach zwei mit ihr in derselben Ebene liegenden Bichtungs- 
hnien 1 und 2 zerlegt werden. Diese Ebene möge als Zeichen- 
ebene gewählt sein. Unter der Zerlegung ist.ein E^atz von $ 
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durch zwei in den bezeichneten Bichtungslinien wirkende Kräfte 
zu verstehen. Die Zerlegung erfolgt mit Hilfe des in Abb. 2^ 
gezeiclmeten Kräftedreiecks % 1, 2, von dem die eine Seite iß 

rs^^ vollständig gegeben ist, 

^/ ^^ während von den beiden 

r^ f ^\ anderen Seiten die 

'^ Bichtungen bekannt 

sind. Bei der Fest- 

Abb. Ib. 

^ . Setzung der dfin Seiten 

des Kräftedreiecks zugehörigen Pfeile hat man darauf zu 
achten, daß $ die Besultierende von 1 und 2 sein soll. — 
Auch mit Hilfe eines Kräfteparallelogramms, das unmittelbar 
vom Funkte A aus in den gegebenen Bichtungen, mit % als 
Diagonale, gezeichnet wird, läßt sich die verlangte Zerlegung 
ausführen. In der Begel ist aber die Benutzung eines nebenan 
besonders herausgezeichneten Kräftedreiecks für die Lösung der 
Aufgabe mehr zu empfehlen. Man sieht dies vielleicht zuerst 
nicht recht ein, wenn man nur einer so einfachen Zeichnung 
wie in Abb. 2 gegenübersteht; sobald aber dieselbe Konstruktion 
sehr oft wiederholt auf kleinem Baume in derselben Zeichnxmg 
durchgeführt werden muß, ist der Vorteil sehr erheblich, den 
man durch Trennen des Kraftecks vom Lageplane erlangt. 

Die Zerlegungsaufgabe steht im engsten 
Zusammenhange mit einer Gleichgewichts- 
aufgabe. Weiß man nämlich, daß die vollständig gegebene 
Kraft % mit zwei andern Kräften, deren Bichtungslinien 1, 2 
bekannt sind, im Gleichgewichte stehen muß, so findet man 
aus der Konstruktion des ICräftedreiecks $, 1, 2 auch die Größen 
von 1 und 2. Der einzige Unterschied gegenüber dem vorigen 
Falle besteht darin, daß jetzt die Pfeile der Kräfte 1 und 2 um- 
zukehren sind, weil die geometrische Summe aller drei Kräfte 
zu Null werden muß. Dasselbe trifft auch bei den andern Zör- 
legungsaufgaben zu, mit denen wir uns in der Folge noch zu 
beschäftigen haben werden und man kann daher jede Zerlegungs- 
aufgabe als gleichbedeutend mit einer ihr entsprechenden Gleich- 
gewichtsaufgabe betrachten. 
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Eine gegebene Kraft $ kann ferner auch 
in eindeutiger Weise nach drei durch ihren 
Angriffspunkt gehenden Bichtungslinien 
zerlegt werden, wenn diese nicht in derselben 
Ebene liegen. Am einfachsten gestaltet sich hier die 
Lösung, oder wenigstens die zu einer Lösung führende Über- 
legung auf Grund des Satzes vom Kräfteparallelepiped. Von 
diesem ist die Hauptdiagonale Sß voliständig gegeben, während man 
zugleich die Bichtungen der drei ypm Angriffspunkte ausgebenden 
Kanten kennt. Man lege drei Ebenen durch diese drei Kanten 
und ziehe zu jeder durch den Endpunkt von $ eine parallele Ebene« 
Damit hat man die 6 Seitenflächen des Farallelepipeds, dessen 
Kanten und Eckpunkte nun leicht aufgesucht werden können. 

Li Abb. 3 ist dies für den Fall ausgeführt, daß zwei der 
gegebenen Bichtungslinien, nändich 1 und 2, in einer horizon- 
talen Ebene hegen. Dann 
vereinfacht sich die Zeich- 
nung erheblich. Das Yer- 
fsbren selbst bleibt sich 
indessen in allen Fäll^i 
gleich« Die Kraft $ ist 
durch die Strecken AB in 
Aufriß und Grundriß dar- 
gestellt. Man lege durch 
den Endpunkt B eine hori- 
zontale (d. h. zu 1, 2 
parallde) Ebene und suche 
deren Schnittpunkt C mit 
der Bichtungslinie 3 auf. 
Die Strecke AC gibt dann 
schon Größe, Bichtung und Pfeil der Kraft 3 an. Die beiden 
andern Kräfte findet mui hierauf am einfachsten durch Z^- 
legung der durch die Strecke CB dargestellten Kraft nach den 
Bichtungen von 1 und 2, also durch Konstruktion eines Krafte- 
dreiecks, von dem CB die vollständig gegebene Seite bildet. 
Ln Grandrisse ist dies nebenan ausgeführt« 




Al»b.a. 
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Gewöhnlich bedient man sich aber anderer Verfahren zur 
Ausführung der Kräftezerlegung oder zur Lösung der ihr ent- 
sprechenden Gleichgewichtsaufgabe. Sehr häufig wird nament- 
lich ein von Gulmann angegebenes Verfahren 
benutzt, das in Anlehnung an eine öfters vorkommende Aufgabe 
näher erläutert werden soll. In Abb. 4* seien 1, 2, 3 die im 
Aufriß und Grundriß gezeichneten Stäbe eines sogenannten 
Bockgerüstes, die man sich oben gelenkförmig mit- 
einander verbunden denken mag, während die unteren End^ 
punkte festgehalten sind. $ sei eine äußere Kraft, die an dem 
oberen Knotenpunkte angreift; es handle sich um die Be- 
stimmung der drei Stabspannungen, die durch $ in den drei 
ßtäben hervorgerufen werden. 

Wenn die Stäbe an den unteren Endpunkten festgehalten 
sind, genügen sie, um eine Verschiebung des oberen Knoten- 
punktes zu verhindern, abgesehen von den kleinen Bewegungen, 
die durch die elastischen Längenänderungen der Stäbe unter 
dem Einfluß der in ihnen auftretenden Spannungen ermöglicht 
sind. Sieht man aber von diesen geringfügigen Längenände- 
j|ungen ab, so ist die Lage des oberen Knotenpunktes durch die 
gegebenen Stablängen aus rein geometrischen Gründen, wie man 
leicht einsieht, fest vorgeschrieben. Daraus folgt, daß der 
Knotenpunkt uivter dem Einfluß der auf ihn wirkenden Kräfte 
% 1, 2, 3 im Gleichgewichte bleiben muß. Aus der hiermit fest- 
gestellten Gleichgewichtsbedingung lassen sich die drei ^tab- 
spannungen ableiten. 

Hierzu denke man sich die vier Kräfte in zwei Gruppen 
eingeteilt, von denen die eine aus den Stabspannungen 1 und 2, 
die andere aus $ und 3 gebildet wird. Jede dieser beiden Gruppen 
kann man sich durch eine Besultierende ersetzt denken. Die 
Be;ßultierende a,us 1 und .2 muß jedenfalls in der durch die Bioh- 
tungslinieil beider Stäbe bestimmten Ebene enthalten ^ein und 
ebenso die andere Besultierände in der durch $.und 3 gelegten 
Ebene. Da die vier Kräfte im Gleichgewichte standen, müssen 
auch ^ die} beiden^ Besultierenden Gleichgewicht miteinander 
halten. Dazu gehört ftbei;, daß ÄieJn die: gleiche Bicbtungsliuie 
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fallen. Hiemach muß die gemeinsame Bichtmigslinie von 
beiden mit der Schnittlinie der Ebenen 1, 2 mid !ß, 3 zusammen- 
fallen. Sobald man aber die Bichtungslinie der Besultierenden 
aus $ und 3 kennt, steht nichts mehr im Wege, ein Kräftedreieck 
aus diesen drei Kräften zu zeichnen, das die Spannung* im 
Stabe 3 und zugleich die Besultierende aus den beiden andern 
Stabspannungen kennen lehrt. Diese selbst ergeben sich schließ- 
lich durch Zeichnen eines zweiten Kräftedreiecks. 

In Abb. 4 sind alle diese Konstruktionen ausgeführt. Zu- 
erst wurde in'Abb. 4* die horizontale Spur der Bichtungslinie 
von $ aufgesucht. Die Verbindungslinie mit dem Fußpunkte des 
Stabes 3 hef ert die 
horizontale Spur 
der Ebene % 3. 
Die Spur der 
Ebene 1, 2 wird 
durch Verbinden 
der Fußpunkte 
beider Stäbe er- 
halten. Der 
Schnittpunkt der 
Spuren beider 
Ebenen liefert 
einen Punkt der 
gesuchten Schnittlinie und die Schnittlinie selbst wird durch 
Ziehen der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem oberen 
Knotenpunkte erhalten. Sie kann dann auch noch in den 
Aufriß eingetragen werden. Nach diesen Vorbereitungen 
kann man zur Konstruktion des in Abb. 4^ gezeichneten 
Ejraftecks übergehen. Man trägt zunächst, von einem be- 
liebigen Punkte beginnend, die gegebene Last $ in Aufriß 
und Grundriß auf. Parallelen von den Endpunkten zu 3 und der 
Schnittlinie beider Ebenen in beiden Projektionstafeln liefern 
die Bisse des ersteh Kräftedreiecks. Zur Prüfung der Genauig- 
keit der Zeichnung dient die Bemerkung, daß die Projektionen 
deß dritten Dreieckspunktes, in beiden^ Tafeln senkrecht über- 





Abb. 4». 
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einander liegen müssen. Dann reiht man Parallelen zu 1 nnd 2 
an, deren Schnittpunkte in beiden Projektionsebenen wiederum 
von selbst senkrecht übereinander liegen müssen. Man hat 
nun den ganzen windschiefen Kräftezug $, 1, 2, 3 vor sich und 
trägt nachträgUch die Pfeile so ein, daß sie alle stetig aufein-» 
anderfolgen. 

Die Größe der Stabspannungen erhält man hierauf durch 
Ermittlung der wahren Längen der Krafteckseiten. In der 
Abbildung ist dies nicht weiter ausgeführt. Femer ergibt sich 
aus den Pfeilen, ob die Stäbe gezogen oder gedrückt sind. Hierzu 
beachte man, daß sich die Pfeile auf jene Kräfte beziehen, die 
von den Stäben auf den als materiellen Punkt aufgefaßten 
Ejiotenpunkt übertragen werden. Die rückwärts von dem 
Ejiotenpunkte auf die Stäbe übertragenen Kräfte haben nach 
dem Wechselwirkungsgesetze entgegengesetzte Bichtung. Man 
muß sich dies genau klar machen, weil sonst leicht Fehler in 
der Bestimmung des Vorzeichens der Stabspannungen vor- 
kommen. Ein Stab, der gezogen ist (für welchen Fall wir der 
Stabspannung das positive Vorzeichen geben woUen), sucht 
sich wieder zu verkürzen; er äußert daher an jedem seiner 
beiden Endpunkte eine Kraft, die diesen Endpunkt nach der 
Stabmitte hin zubewegen sucht. Umgekehrt sucht ein gedrückter 
Stab die Endpunkte (oder die Körper, die ihn an diesen End- 
punkten fassen) auseinander zu schieben. Ein Pfeil im Kraftecke 
der Abb. 4, der an den Knotenpunkt übertragen von der Stab- 
mitte abgewendet ist, zeigt daher eine Druckspannung im 
Stabe an. Auf Grund dieser Überlegung findet man aus der 
Zeichnung, daß die Stäbe 1 und 2 bei der angenommenen Be- 
lastung des Bockgerüstes gedrückt sind, während 3 gezogen ist. 

Eine andere Lösung derselben Aufgabe, die sich auf 
eine auch sonst in der graphischen Statik häufig benutzte Über- 
legung stützt, rührt von Müller-Breslau her. Man beginnt bei 
ihr sofort mit der Konstruktion des windschiefen Kräftevierecks 
der Kräfte $, 1, 2, 3. Die Seite $ kann im Aufrisse und Grund- 
risse ohne weiteres aufgetragen werden. An beiden Enden dieser 
Seite zieht man Parallelen zu den Bichtungen der Stabkräfte 1 
und 3 (oder überhaupt zu irgend zwei der drei Stabrichtungen). 
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Es handelt sich dann nur noch darum, zwischen diese beiden 
Linien die ihrer Richtung nach gegebene Seite 2 so einzuschieben, 
daß ihre Endpunkte auf die Linien 1 und 3 fallen. 

Zu diesem Zwecke beginnt man damit (vgl. Abb. 5^), irgend- 
wo eine Strecke 2' im Grundrisse in der vorgeschriebenen Rich- 
tung zwischen die Linien 1 und 3 zu legen. Im Aufrisse nehme 
man etwa den linken Eckpunkt auf der Projektion Von 3 an und 
ziehe die Linie 2' dort ebenfalls in der ihr Torgeschriebenen Rich- 
tung. Der rechte Eckpunkt X ist damit bestimmt. Sollte nun 
die Strecke 2' zufallig richtig gewählt gewesen sein, so müßte der 
Punkt X auf der 

Vertikalprojek- *\ 

tion Ton 1 ent- 
halten sein. Im 
allgemeinen wird 
dies aber nicht zu- 
treffen. Man ver- 
wirft daher die 
getroffene WaM 
und wiederholt 
die Konstruktion 
unter einer andern 

beHebigen An- 
nalime 2" fOr 2, 
womit man auf 
einen Eckpunkt Y 
an Stelle von X 
gelangt, der aber 
im allgemeinen 
wieder nicht auf 
der Vertikalprojektion von 1 enthalten ist. Es könnte nun scheinen, 
als wenn man die gleiche Konstruktion noch sehr oft wiederholen 
mOßte, bis man die richtige Lage von 2 aui^robiert hätte. Hier 
kommt uns aber ein Satz der projektivischen Geometrie zur Hilfe, 
der schnell zu der gesuchten Lösung führt 

Dieser Satz, der auch bei andern Konstruktionen der gra- 
phischen Statik verwendet wird, lautet: 

„Drehen sich die Seiten eines veränderlichen n-Ecks 
um feste Punkte, die auf einer Geraden liegen, und ver- 
schieben sich hierbei zugleich m~1 Ecken längs be- 
liebig gegebener Geraden, so beschreibt auch die letzte 
Ecke eine Gerade.*^ 




Abb. 6 b. 
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In Abb. 6 sei AB OD die Anfangsgestalt des verfinderlichen 
n-Ecks, das wir etwa als Viereck voraussetzen wollen. Die Seiten 

mögen sieb um die auf einer 
^^ Geraden liegenden Punkte Ej Fj 
G^H dreben, wäbrend drei Ecken 
Äy Bj G auf den beliebig gewäblten 
Geraden a, ß^ y fortscbreiten. Eine 
neue Lage erbält man, indem man 
J?' auf ß beliebig annimmt, bierauf 
die Seitenricbtungen lä Uf durcb E 
und B^ A! durch F zieht, im Funkte 
J! die Seite A! G* durch Punkt G 
anträgt und von C. aus die Richtung 
j^i,b. 6. der Seite 0' D' durch Punkt H fährt; 

Der vierte Eckpunkt 2>' ergibt sich 
dann als Schnittpunkt der Linien EB^ und HC'. Um zu er- 
kennen, daß auch D auf einer geraden Linie nach D' hin fort- 
wandert, beachte man, daß die Seiten des veränderlichen Vielecks 
projektivische Strahlenbüschel um die Strahlenzentren FF GH 
beschreiben, indem je zwei aufeinander folgende perspektivisch zu- 
einander liegen- Jedenfalls ist also auch Strahlenbüschel E pro- 
jektivisch zum Büschel H. Der Schnitt von zwei projektivischen 
Strahlenbüscheln ist nun zwar im allgemeinen eine Kurve zweiter 
Ordnung. Hier sind aber die Büschel E und H nicht nur pro- 
jektivisch^ sondern zugleich perspektivisch zueinander, da sie den 
die beiden Zentren F und H verbindenden Strahl entsprechend ge- 
meinsam haben. Eine besondere Lage des veränderlichen Vielecks 
ist nämlich auch jene, bei der alle Seiten und alle Eckpunkte auf 
die Gerade EH fallen. Der Punkt 2> beschreibt hiemach als Schnitt 
von zwei perspektivischen Strahlenbüscheln in der Tat eine Gerade« 
Auch ein stereometiischer Beweis des Satzes läßt sich leicht geben, 
wovon aber hier abgesehen werden kann* 

Kehrt man nun zur Betrachtung von Abb. 5^ zurück, so 
erkennt man, daß jeder beliebig getroffenen Wahl 2' oder 2" von 
2 im Grundrisse ein Viereck (nämlich ein Trapez) in der Figur 
entspricht^ das aus dieser Strecke^ den sich beiderseits anschließen- 
den Projektiöhsstriahlen und dem zügehörigen Aufrisse gebildet 
wird. Die entsprechenden Seiten aller dieser Vierecke sind parallel- 
zueinander^ d. h. sie drehen sich^ wenn man von einem zu einem 
anderen Vierecke Übergeht ^ wie wir sagen können, um unendlich 
ferne Punkte, die auf der unendlich fernen Geraden der Ebene ent- 
halten sind. Zugleich schreiten drei Eckpunkte auf den Geraden 
1 und 3 des Grundrisses und 3 des Aufrisses weiter. Dia Voraus- 
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Setzungen des zuvor bewiesenen geometrischen Satzes sind hiemach 
erfüllt und wir schließen; daß auch die vierte Ecke auf einer Ge- 
raden fortschreiten muß, von der zwei Punkte, nämlich X und T, 
bereits bekannt sind. Verbinden wir daher X und Y durch eine 
Gerade, so muß auf dieser auch der vierte Eckpunkt des Vierecks 
enthalten sein, das wir suchen. Der Schnittpunkt der Geraden X Y 
mit 1 im Aufrisse liefert diesen Eckpunkt und von ihm aus 
können wir 2 im Aufriß richtig eintragen, worauf auch der zu- 
gehörige Grundriß folgt. Man hat hierbei noch eine Eontrolle für 
die Genauigkeit der Zeichnung, indem der zu 2 im Aufrisse kon- 
struierte Grundriß von selbst in die vorgeschriebene Richtung 
fallen muß. — Die Beschreibung und Begründung des Verfahrens 
machte zwar eine längere Auseinandersetzung nötig; die wirkliche 
AusfOhrung der Zeichnung erfordert aber nur das Ziehen weniger 
Linien und gestaltet sich ganz einfach. 

Dieselbe Aufgabe kann schließlich auch 
noch analytisch gelöst werden. Man zieht zu diesem 
Zwecke drei rechtwinklig aufeinanderstehende Koordinaten- 
achsen und ermittelt die Winkel zwischen den Stabrichtongen 
und den Koordinatenrichtungen sowie die Projektionen P^Pg^a 
von $ auf die Koordinatenachsen. Bezeichnet man dann die 
Spannung des Stabes 1 mit S^ und die Bichtungswinkel dieses 
Stabes mit Oi/Si^i und ähnlich bei den übrigen Stäben, so findet 
man die Unbekannten S^S^S^ durch Auflösen der drei Kom- 
ponentengleichungen 

iSj cos «1 + /S2 cos flSa + Äj cos «3 = Pi, I 
Äi cos ßi + Äg cos /J2 + A3 cos /J3 = P2, 1 (1) 

^1 cos yi + Sa cos^yg + ^a cos y^ = Pg, J 
die alle vom ersten Grade sind. Die Ermittlung der Winkel 
mid die Auflösung der Gleichungen verursacht aber in der 
Begel weit mehr Mühe als irgendeine der vorher besprochenen 
graphischen Lösungen. 

SchließUch muß noch darauf hingewiesen werden, daß 
die Aufgabe keine Lösung mehr zuläßt, so- 
bald die drei Stäbe in derselben Ebene ent- 
halten sind. Dieser Ausnahmefall, der in ähnlicher Weise 
Bpäter noch bei andern Untersuchungen wiederkehren wird, 
erfordert eine aufmerksame Betrachtung. Er läßt sich in zwei 
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Unterfälle spalten, die durch die Abb. 7 und 8 in achsono- 
metrischer Zeichnung wiedergegeben sind. Im Falle der Abb. 7 
liegen zugleich die Fußpunkte A, B, C der drei Stäbe auf einer 
Geraden. Man sieht hier sofort ein, daß der obere Knoten- 
punkt durch die drei Stäbe nicht mehr 
in seiner Lage festgehalten werden kann: 
er vermag sich vielmehr um die Grerade 
ABC ohne Widerstand zu drehen. Schon 
aus dieser geometrischen Betrachtung 
erkennt man, daß durch die Stabspan- 
nungen kein Gleichgewicht mehr am 
oberen Knotenpunkte hergestellt werden 
kann; es sei denn, daß die Kraft $ zu- 
fäUig auch in der Stabebene liegt. Auch 
Abb. 7. mechanisch geht dies daraus hervor, daß 

die Besultierende der drei Stabspannungen notwendig wieder 
in der Stabebene liegen muß und daher mit einer Kraft, die zu 
dieser Ebene unter irgendeinem Winkel geneigt ist, nicht im 
Gleichgewichte stehen kann. Liegt aber $ selbst in der Stab- 
ebene, so bleibt die Aufgabe statisch unbestimmt, da man einer 
Stabspannung einen beliebigen Wert beilegen und durch ge- 
eignete Wahl der beiden andern Gleichgewicht herstellen könnte. 
Li dem durch Abb. 8 dargestellten Falle hegen die Fuß- 
punkte A, B, C der drei Stäbe nicht mehr in einer Geraden, 
die Stäbe selbst aber immer noch in einer Ebene. Man nehme 
etwa an, daß zwei der Stäbe unmittelbar am Fußboden befestigt 
sind, während der Fußpunkt B des dritten Stabes auf irgend- 
einer Erhöhung liegt, die um BB' über den Fußboden empor- 
ragt. Li diesem Falle ist. zwar eine endliche Verschiebung des 
oberen Knotenpunktes ohne Änderung der Stablängen nicht 
mehr möglich, wohl aber, wie man zu sagen pflegt, eine unendlich 
kleine. Der obere Knotenpunkt vermag sich nämlich um eine 
unendUch kleine Strecke senkrecht zur Stabebene zu verschieben, 
ohne daß sich die Stablängen um mehr als um unendUch 
kleine Größen zweiter Ordnung zu ändern brauchten, 
d. h. der Knotenpunktsweg ist ungemein groß gegenüber den 
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sehr kleinen Änderungen der Stablängen, die wegen der 
Elastizität der Stäbe zu erwarten sind. Man erkennt dies leicht 
daraus, daß sich die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, 
von dem eine Kathete unendUch klein ist, nur um eine unend- 
lieh kleine Größe zweiter Ordnung 
von der andern Kathete unter- 
scheidet. — Sobald eine Verschiebung 
des Kjiotenpunktes eingetreten ist, 
liegen die drei Stäbe nachher nicht 
mehr genau in derselben Ebene, so 
daß schUeßlich doch wieder Gleich- 
gewicht zwischen den Stabspan- 
nungen und der Belastung $ zu- 
stande kommen kann. 

Hierbei ist zu beachten, daß die 
Stabspannungen sehr groß im Verhältnisse zur Last $ gefunden 
werden, wenn die Stäbe nahezu in einer Ebene liegen. Man 
pflegt daher auch zu sagen, daß die Stabspannungen im Aus- 
nahmefalle imendUch groß werden müßten, womit nur aus- 
gedrückt werden soll, daß selbst durch noch so große Stab- 
spannungen kein Gleichgewicht mehr am Knotenpunkte — im 
Falle der Abb. 8 wenigstens nicht ohne eine vorausgehende Ver- 
schiebung des Knotenpunktes — hergestellt werden könnte. 

Im Ausnahmefalle wird die Determinante der Koeffizienten 
aller 8 in den Gleichungen (1) zu Null; die Auflösung dieser 
Gleichungen führt daher beim analytischen Verfahren unmittelbar 
zu den Werten oo fOr die Stabspannungen. 

§ 3. Ej^fteplftne für einfache Dachbinder. 

Zu den einfachsten und häufigsten Anwendungen der 
graphischen Statik gehört die Ermittlung der Stabspannungen 
in einfachen Dachbindern oder ihnen ähnUch gestalteten Brücken- 
trägem. Sie beruht auf einer mehrfachen Wiederholung der im An- 
schlüsse an Abb. 2 besprochenen Lösung der Aufgabe, eine gegebene 
Kraft nach zwei mit ihr in derselben Ebene hegenden Bichtungs- 
linien zu zerlegen. FreiUch knüpfen sich daran alsbald noch weiter- 
gehende Überlegungen, die eine eingehende Besprechung erfordern. 
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Zur Erläuterung bemerke ich zunächst, daß man zur Er- 
richtung von Brücken oder ähnlichen Tragkonstruktionen vor 
allem zwei, oder bei freitragenden Dächern eine größere Zahl 
von ,,Ha'Uptträgem'' oder „Bindern'' in parallelen, lotrechten 
Ebenen aufzustellen pflegt, die die ganze Spannweite über- 
decken. Auf diese Binder stützen sich bei den Dächern die 
„Pfetten"', die „Sparren** und die „Haut" des Daches, bei den 
Brücken die Konstruktionen der „Fahrbahn'*. Die Last aller 
dieser „Sekundärkonstruktionen** wird auf die Binder an den 
„Knotenpunkten** übertragen. Die Binder bestehen — wenigstens 
in dem gewöhnlich vorliegenden Falle, der uns hier beschäftigen 
soll — aus ebenen Stabverbänden, deren geometrische Figur 
eine Aneinanderreihung von Dreiecken bildet, so daß sich, vom 
einen Ende anfangend, jedes folgende Dreieck mit einer Seite 
und zwei Eckpunkten an das vorausgehende anschließt. Diese 
Eckpunkte werden die Knotenpunkte des Binders genannt. 
Da die Gestalt eines Dreiecks unveränderlich ist, solange die 
Seiten ihre Längen behalten, ist unter der gleichen Voraus- 
setzung auch die aus allen diesen Dreiecken zusammengesetzte 
Binderfigur von unveränderUcher Gestalt. 

Man erkennt aus dieser einfachen geometrischen Betrach- 
tung, daß es möglich ist, aus Stäben, die nur gegen Längen- 
änderungen, also gegen Zug- oder Druckbeanspruchung hin- 
reichend widerstandsfähig sein müssen, während sie gegen 
Biegungen nur wenig widerstandsfähig zu sein brauchen, einen 
tragfähigen Stabverband nach dem besprochenen Plane herzu 
stellen. Der Vorteil, den man hiermit erreicht, hegt darin, daß 
die Zug- oder Druckfestigkeit eines langen Stabes von verhältnis- 
mäßig kleinem Querschnitte weit größer ist als die Biegungs- 
festigkeit gegenüber gleichen Lasten. 

Wegen des geringen Biegungswiderstandes der Stäbe sieht 
man von diesem bei der Berechnung der Stabspannungen ge- 
wöhnlich ganz ab, achtet also nur auf die Kräfte, die in der 
Bichtung der Stabmittellinien von einem Endpunkte zum 
andern übertragen werden. Es genügt dann, jeden Stab durch 
eine Strecke zu veranschaulichen, die man sich längs der Mittel- 
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linie des Stabes gezogen zu denken hat. Die von der Sekundär- 

* ■ ♦ 

konstruktion auf die Knotenpunkte- des Binders übertragenen 
Lasten sind als gegeben anzusehen; es handelt sich dann um die 
Berechnung der von ihnen hervorgerufenen Stabspannungen. 

Dies sei zunächst an dem Beispiele des viel angewendeten 
einfachen Polon^eau- ; Aneinanderreihung von 



oder Wiegmannbinders 
in Abb. 9» erläutert! | Die 
Binderfigur entsteht durch 



I 



5 Dreiecken und hat eine 
lotrechte Symmetrieachse. 
Der Stab 6 liegt gel^öhnüeh 





jp 



Abb. 9 a. 

etwas höher als die] Verbindun^- 
linie beider Aullagerknot^- 
pimkte; doch ist dies nicht 
wesentUch, die Stäbe 2 und 6 
können vielmehr auch in (U^- 
selbe (horizcmtale) Gerade fallen. 
Das eine Ende des Binders wird 
mit der Mauer, ^ auf die es sieh 
stützt, fest verbunden, das andere 
-mit Hilfe dnes Gleit- oder Bollenlagers in horizontaler Biehiung 
-versohiebUch aufgelagert. Dies geschieht einerseits, um dem Träger 
-eine freie Ausdehnuisg oder Zusammen^iehung bei T^mperatür- 
< ftnderttngen zu gestatten, anderseits um einen Seitenschub atif die 
-Maaerny sölfti^ge nuir senkrecht gericMete LaSteü vorkommen, zu 
. ^vermeiden. Das Bollenlager ist in der Zeichnung am linkeiaEnde 
• angenomoien und durch einige kleine Kreise angedeutet. D^ 
die rollende Beibung nur sehr geriiig ist, kann der Auflager- 



Abb. 9 b. 
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druck auf dieser Seite unter allen Umständen als lotrecht ge- 
richtet angesehen werden. Falls nur lotrechte Lasten auf den 
Binder wirken, muß dann auch der Auflagerdruck am festen 
Auflager lotrecht gerichtet sein, weü die geometrische Summe 
aller äußeren Kräfte, also der Lasten und der beiden Auflager- 
drücke, zu Null werden muß. Li der Abbildung ist femer ange- 
nommen, daß auf die drei mittleren Knotenpunkte der oberen 
„Gurtung'' (so nennt man den Zug der aufeinanderfolgenden 
Stäbe 1, 4 usf., die die Binderfigur nach oben hin begrenzen) 
gleich große Lasten P einwirken. Der Symmetrie wegen ist 
daim der Auflagerdruck auf jeder Seite gleich der Hälfte dieser 
Lasten, also gleich 1^4 -^^ ^mQ Last, die etwa außerdem noch 
auf einen Auflagerknotenpunkt wirkt^ kommt für den Binder 
nicht in Betracht, da sie unmittelbar auf die Mauer übertragen 
wird, ohne Stabspannungen hervorzurufen. 

Aus der Symmetrie der Gestalt und der Belastung folgt 
auch, daß die spiegelbildUch zueinander liegenden Stäbe gleiche 
Spannungen erfahren. Es genügt daher, die zur linken Hälfte 
der Figur gehörigen Stabspannungen zu berechnen. Diese sind 
daher auch allein mit arabischen Ordnungsnummem bezeichnet, 
während den Knotenpunkten römische Ziffern beigeschrieben sind» 

Man begiimt mit der Betrachtung des Gleichgewichts der 
Kräfte am Knotenpunkte I. Hier müssen die von den Stäben 1 
und 2 übertragenen Spannungen, die nach den vorausgehenden 
Bemerkungen in die Bichtungen der Stäbe fallen, mit dem 
Auflagerdrucke 1^ P im Gleichgewichte stehen. Man kann 
also sofort das ebenfalls mit I bezeichnete Kräftedreieck in 
Abb. 9^ zeichnen. Der Pfeil des Auflagerdrucks geht nach oben 
und damit folgen auch die beiden andern in die Abbildung ein- 
getragenenPfeile, da alle drei im selben Umlaufssinne aufeinander- 
folgt! müssen. Denkt man sich den Pfeil von 1 in die Binder- 
figur nach dem Knotenpunkte I übertragen, so erkennt man, 
daß die Stabspannung 1 den Knotenpunkt I vom Stabe fort- 
zubewegen sucht. Der Stab 1 ist daher gedrückt. Ebenso 
erkennt man, daß Stab 2 gezogen ist. Es ist üblich, die gedrückten 
Stäbe in der Binderfigur durch Beisetzen von Schattenstrichen 
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ZU keimzeichnen. Dies ist in der Abbildung durch gestrichelte 
Linien geschehen, die neben den Stäben herlaufen. 

Hierauf geht man zu einem andern Knotenpunkte weiter, 
an dem nur noch zwei der Größe nach unbekannte Kräfte 
angreifen. Dies ist in unserem Falle Knotenpunkt II. Die 
Stabspannung 1 ist nämlich aus der vorhergehenden Unter- 
suchung bereits bekannt; wir müssen nur beachten, daß sie am 
Knotenpunkte II mit dem entgegengesetzten Pfeile angreift 
als am Knotenpunkte I. Wir zeichnen hiemach das ebenfalls 
niit II bezeichnete ICräfteviereck, indein wir zuerst 1 und die 
Last P mit aufeinanderfolgenden Pfeilen aneinander reihen 
und dann durch die Endpunkte Parallelen zu den Bichtungen 
der Stäbe 3 und 4 ziehen. Die Pfeile sind wieder einzutragen 
und nach ihnen festzustellen, daß die Stäbe 3 und 4 beide ge- 
drückt sind, genau wie dies vorher geschehen war. Da die gleiche 
Seite 1 im Kraftecke II wie in I vorkommt, wurden, um dies 
hervorzuheben, beide ICraftecke unmittelbar untereinander 
gezeichnet. 

fH|Dann geht man zu Knotenpunkt III über und verfährt 
ebenso» Die Stabspannungen 2 und 3 kennt man schon aus 
den vorausgehenden Kraftecken und man hat nur zu beachten, 
daß beide entgegengesetzte Pfeile erhalten müssen als^ in dei^ 
früheren Fällen. Man reiht also im Kraftecke III die nach Größe 
und Pfeil bekannten Strecken 3 und 2 mit aufeinanderfolgenden 
Pfeilen aneinander und zieht die Parallelen zu 5 und 6. Dann 
kepnt man bereits alle Stabspannungen; die Stäbe 5 und 6 sind 
beide gezogen. 

Die Aufgabe ist hiermit gelöst; aber noch nicht auf dem 
einfachsten Wege. Zunächst erkennt man sofort, daß die Zeich- 
nung vereinfacht wird, wenn man die übereinander hegenden 
Kraftecke mit den gleich bezeichneten Seiten 1 und 2 zu einer 
einzigen Figur zusammenrückt. Man spart dadurch nicht nur 
einige Linien und etwas Platz, sondern die Zeichnung kann 
auch g^iauer ausgeführt werden, je weniger Linien sie im 
ganzen enthält. Bei den Anwendungen in der Praxis zieht 
man daher alle Kraftecke stets zu einer einzigen Figur zu- 
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Abb. 10. 



sanunen, die man den Kräfteplan nennt.. In Abb. 10, die 
sich von Abb. 9*^ im übrigen gar nicht miterscheidet, ist dies 
ausgeführt. Nur die eine kleine Unbequemlichkeit muß man 
dabei mit in den Kauf nehmen, daß man die Pfeile : auf die 

gemeinsamen Seiten von zwei an- 
einander grenzenden Kraftecken 
nicht mehr unmittelbar eintragen 
kann, da im einen Krafteck der 
eine, im andern der entgegen- 
gesetzte Pfeil gut. Hat man, wie 
in Abb. 10, die einzelnen Kraft«- 
ecke so eingerichtet, daß sie -alle 
einfache Polygone bilden, die sich 
nicht überschlagen und die neben- 
einander liegen, ohne sich zu überdecken, so kann man sich aller- 
dings, wie es auch in der Figur geschehen ist, leicht dadurch 
helfen, daß man nicht mehr auf den Linien 1 und 2 selbst, aber 
zu beiden Seiten davon zwei Pfeile angibt, von denen jeder zu 
jenem Polygone gehört, in dessen Fläche er hineinfällt. 

Aber auch hiermit sind wir noch nicht zu dem einfachsten, 
d* h. aus der Mindestzahl von Linien gebildeten Kräfteplane 
gelangte In den Kraftecken II und III kommt noch dieselbe 
Stabspannung 3 vor und man muß diese Strecke aus dem einen 
entnehmen und sie in das andere eintragen, was nicht nur 
unbequem, sondern auch mit unvermeidlichen kleinen Zeichen- 
fehlern verbunden ist. Bei einem so einfachen Beispiele, wie 
wir es im Augenblicke behandeln, macht dies freiUch nicht viel 
f^us; wir wollen aber das Verfahren schon hier so ausbilden, wie 
es in verwickeiteren Fällen am besten verwendet wird. Daß 
man denKräfteplan auch so e^inricht e n kann, 
daß jede Stabspannung nur einmal in ihm 
als Seite vorkommt, erkennt man sofort aus Abbl 11, 
die in allen Strecken vollkommen mit Abb. 10 übereinstimmt 
und sich nur durch die verschiedene Anordnung der Krafteoke 
von ihr unterscheidet. Um die Entstehungsart dieser Figox 
deutlich hervorzuheben — und nur aus diesem Grunde, der 
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späterhin, wenn man sich nut diesen Dingen erst vertraut ge- 
mjGbcHt hat» wegfällt — ist das Krafteck I, das mit dem in Abb. 10 
übereinstimmt, durch starke Striche hervorgehoben. Das Kraft- 
eck II (diese Bezeichnungen sind in der Figur weggelassen), oder 
wenigstens die Seiten, die hinzutreten müssen, um dieses Kraft- 
eck zu bilden, sind mit schwächeren Strichen ausgezogen, wäh- 
rend die beim Kraftecke III neu 
hinzukommenden Seiten durch ge- 
strichelte Linien angegeben sind. 
Das Krafteck II ist mit dem ihm 
iii Abb. 10 entsprechenden immer 
noch kongruent; es ist nur um 180^ 
dagegen gedreht und überdeckt sich 
mit dem Kraftecke I. Auf ein Bei- ^^^^ "• 

setzen von Pfeilen muß man hier freilich verzichten, da z. B. bei 
der Seite I nicht ersichtlich gemacht werden köimte, welcher von 
be^idc^n Pfeilen zum Kraftecke I oder zu II gehören soll. Auf 
diesen kleinen Nachteil legt man aber nicht viel Gewicht, da 
man sich bei emiger Übung sehr leicht daran gewöhnt,; die 
Pfeile jedesmal in Gedanken richtig beizufügen, sobald man 
auf irgend eins der in dem Kräfteplan enthaltenen Kraftecke 
sein Augenmerk richtet. 

; Das Krafteck III ist in Abb. 11 überschlagen. Man hätte 
eö auch so wie in Abb. 10 zeichnen können, da man das Anein- 
anderschUeßen der Seiten 3 und 2, wodurch ein wiederholtes 
Auftragen von 3 entbehrUch gemacht werden sollte, schon durch 
die passende Ubereinänderlagerung der Kraftecke I und II er- 
reicht hat. Daß es so wie geschehen gezeichnet wurde, hat nur 
den Zweck, einer Fortsetzung des Kräfteplanes auf die übrigen 
Knotenpunkte den Weg vorzubereiten. Hier kommt eine solche 
Fortsetzung freilich nicht in Betracht; falls aber die Lasten nicht 
sjnometrisch verteilt sind, wie sie hier angenommen wurden, 
muß man detx Kräfteplan auch für die rechte Hälfte des Binders 
weiter zeichnen. Man kommt dann zum Kraffcecke IV und 
findet hierfür die Zeichnung in Abb. 11 schon vorbereitet, da 
sich die am Knotenpunkte lY angreifenden bekannten Stab- 
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Spannungen 4 und 5 schon in richtiger Aufeinanderfolge in der 

Figur vorfinden. Hätte man das Krafteck III so wie in Abb. 10: 

gewählt, so würde dies nicht zutreffen. 

Neuerdings verwendet man überall, wo es angeht, £&st nur 
noch die nach dem Muster der Abb. 11 angeordneten Eräftepläne. 
Sie werden aus einem Grunde, der bald hervortreten wird, als 
reziproke Eräftepläne oder auch als Cremonasche Kräfte- 
plane bezeichnet, weil Cremona sie eingehend in bezug auf ihre 
geometrischen Eigenschaften untersuchte und dadurch ihrer An- 
wendung in der graphischen Statik den Weg ebnete. Gerechter 
wäre es eigentlich, sie als Bowsche Eräftepläne zu bezeichnen, 
da von dem Engländer Bow zuerst eine leicht befolgbare An- 
weisung dafür gegeben wurde, wie sie in den gewöhnlich vor- 
liegenden einfachen Fällen konstruiert werden können. 

§ 4. Die reziproken EriLftepl&ne« 

Wir wollen uns jetzt genauer überlegen, wie man den Kräfte- 
plan einrichten muß, um zu erreichen, daß jede Stabspannuhg 
in ihm nur einmal als Seite vorkommt, also so daß man J^eim 
Übergange zum folgenden Kraftecke die dazu gehörigen bekannten 
Stabspannungen schon in richtiger Lage zueinander vorfindet. 

Zu diesem Zwecke müssen wir uns zunächst die geometri- 
schen Beziehungen zwischen der Binderfigur und dem Kräfte- 
plane klar machen. Zur Binderfigur wollen wir hierbei auch die 
Eichtungslinien der äußeren Kräfte (der Lasten und der Auf- 
lagerkräfte) rechnen. Dann ist zunächst klar, daß jeder Linie 
in der einen Figur e i n e zu ihr parallele Linie in der andern Figur 
entsprechen muß, wenn der Kräfteplan so gezeichnet ist, wie 
wir ihn wünschen. Femer entspricht jedem Eckpunkte in 
der Binderfigur ein Polygon im Kräfteplane, nämlich das diesem 
Knotenpimkte zugehörige Ejrafteck. 

Man kann aber leicht zeigen, daß auch umgekehrt 
jedemPunkte im Kräfteplane, an dem mob- 
ilere Stabspannungen aneinander stoßen, 
einPolygonin der Binderfigur entsprechen 
m u ß. Dies soll zunächst an dem bereits in Abb. 11 vorliegenden 
Kräfteplane nachgewiesen werden. Man betrachte etwa den 
Punkt, in dem die Seiten 1, 2, 3 zusammenstoßen. Dieser Punkt 
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wird (ebenso wie jeder andere, von dem keine der äußeren Kräfte 
aasgeht) während der Konstruktion des Kräfteplanes zuerst 
durch Schnitt von zwei Linien (hier der Linien 1 und 2) gefunden. 
Diese beiden Linien gehören zu einem Kraftecke, das sich auf 
einen der Knotenpunkte (hier I) des Binders bezieht. Demnach 
gehen die Seiten 1 und 2 im Binder jedenfalls von einem Punkte 
(nämhch hier von I) aus und sie schließen sich daher schon so 
aneinander, wie zwei aufeinanderfolgende Seiten in einem Po- 
lygone. Man wird zugleich bemerken, daß dieser Schluß ganz 
allgemein und nicht nur für das hier zur Erleichterung der Vor- 
stellung gewählte Beispiel zutrifft; wenn man dieses entbehren 
zu können glaubt, möge man den Betrachtungen nur ohne Be- 
achtung- des Beispiels folgen und man wird sie dann unter allen 
Umständen zutreffend finden. 

Nun bedenke man, daß jeder Stab zwei Knotenpunkte v^- 
bindet und daß daher in dem für die ganze Binderfigur bis zu 
Endß durchgeführten Kräfteplane auch jede Seite, die eine Stab- 
spannung angibt, zu zwei Kraftecken gehört. Bisher haben wir 
nur dnes der Kraftecke ins Auge gefaßt, die im Punkte 1, 2, 3 
zusammenstoßen. Die Seite 1 gehört aber jedenfalls noch zu 
einem zweiten Kraftecke (hier II) und im Punkte 1, 2, 3 muß 
sich daher an 1 noch eine andere Stabspannung anreihen, da wir 
angenommen hab^i, daß im Punkte 1, 2, 3 keine äußeren Kräfte 
anstoßen sollen. Diese andere Stabspannung (hier 3) greift aber 
in der Binderfigur mit 1 an demselben Knotenpunkte an und 
demnach schließen sich im Binder auch 1 und 3 aneinander an 
wie zwei aufeinanderfolgende Seiten in einem Polygone. 

Aber auch die Stabspannung 3 kommt jedenfalls noch in 
einem anderen Kraftecke vor. Am Punkte 1, 2, 3 muß sich daher 
außer 1 auch noch eine andere Stabspannung (hier 2) an sie an- 
schließen und wir schließen wieder wie vorher, daß sich beide 
(nämlich 3 und 2) in der Binderfigur an dem betreffenden Knoten- 
punkte (III) aufeinander folgen müssen. Im vorüegenden Falle 
sind wir damit schon zur ersten Stabspannung zurückgelangt, 
von der wir bei dieser Betrachtung ausgingen. In der Binder- 
figur schließen sich alle, wie bewiesen, aneinander an und wenn 
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wir znr ersten zurückkehren, so bilden sie dort ein geschlossenes 
Polygon. Zugleich erk,emit man^aber, daß dieselbe Scblaßweise, 
wenn mehr als drei Stabspannungen an einem Punkte des Kr&fte- 
plans zusammenstoßen pollten, in der gleichen Art fortgesetzt 
werden könnte, bis man schließlich wieder, nachdem alle andern 
Sdten erschöpft sind, zur ersten zurückkommen müßte. Hiemach 
i^t ganZ; allgemein bewiesen, daß jedem Eckpunkte eines rezi- 
proken Eräfteplanes, von dem keine äußeren Kräfte ausgehen, ein 
geschlossenes Polygon in der Binderfigur entsprechen muß, dessen 
Ecken durch Knotenpunkte gebildet werden. So gehört auch zur 
Ecke 3, 4, 5 in Abb. 11 das Dreieck 3, 4, 5 in der Binderfigur, Abb. 9. , 
. Es bleibt uns noch übrig, jene Ecken im Kräfteplane zu 
betrachten, von denen auch äußere Kräfte ausgeben. Eine 
äußere Kraft kommt im Gegensatze zu den Stabspannungen: 
immer nur in einem Kraftecke vor, nämlich in jenem, das zu 
dem Knotenpunkte gehört, an dem sie angreift. Daraus folgt,, 
daß im vollständigen reziproken Kräfteplane von einer Ecke 
niemals bloß eine einzige äußere Kraft ausgehen kann, sondern, 
e^twe^er gar keine oder zwei oder auch vier oder überhaupt 
eine gerade Anzahl. Um dies zu beweisen nehme man an^ es 
gehe nur eine einzige äußere Kraft von der Ecke aus> Diese 
gehört zu einem Kraftecke, in dem außer ihr noch eine Stab- 
spannung vorkommt, die wir (ohne Bezugnahme auf das vorige^ 
Beispiel) mit. 1 bezeichnen wollen. Die Spannung 1 kommt 
dann noch in einem zweiten Krafteeke vor, in dem sich eine 
andere Spannung 2 an sie in der betrachteten Ecke anschließti. 
Auch 2 gehört noch zu einem zweiten Kraftecke, von den^ 
wieder eine neue 'Stabspannung 3 .an der Ecke vertreten ist 
und so iort. Haben wir in dieser Weise alle Stabspannungen 
ersoböpft,.so bleibt schließlich eine übrig, die nur noch in einem 
ICraftecke vorkäme. Bei einem Kräfteplane, wie wir ihn vor- 
aussetzen, ist dies aber nicht möglich, da in ihm jede Seite zu, 
zwei Kraftecken gehören soll. In der Tat kann also nicht eine 
einzige äußere Kraft von der Ecke ausgehen,- sondern es muß . 
noch eine zweite hinzukommen, die sich mit der vorher übrig ge- 
bliebenen Stabspannung zum letzten Kraftecke zusammenschließt. 
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Ebefnso kann man beweis^i, daß die Zahl der äußeren Kräfte an 
der Ecke jedenfalls gerade sein muß, wenn mehr als zwei vor- 
kommen sollten. Im übrigen kommt dieser Fall bei den einfacheren 
Aufgaben, die wir jetzt im Auge haben, überhaupt nicht vor." 
Gehen von jeder Ecke des Kräfteplanes entweder gar keine 
oder zwei, aber nicht mehr als zwei Strecken aus, die äußere 
Kräfte darstellen, so folgt, daß alle Ecken, an denen 
sie vertreten sind, durch diese Strecken zu 
einem geschlossenen Polygone verbunden 
werden.^ Unter Umständen kann dieses Polygon auch in eine 
Gerade übergehen, nämhch immer dann, wenn die äußeren Kräfte 
alle parallel zueinander sind. Damit überhaupt Gleichgewicht 
möglich sei; muß die geometrische Summe der äußeren Kräfte 
gleich Null sein. Wir sehen nun, daß das geschlossene Polygon 
der äußeren Kräfte, das die Erfüllung dieser Bedingung vor 
Augen führt, ebenfalls in dem Kräfteplane mit enthalten sein 
muß. Dies gibt uns einen weiteren Fingerzeig dafür ab, wie man 
den Ktäfteplan einrichten muß, damit er unseren Wünschen ent-, 
spricht: jede äußere Kraft, die neu hinzukommt, 
muß an einem E ndpunkt e d er vorigen ange- 
setzt w e r d en. Darin unterschied sich auch in der Tat di^ 
Anordnung der Abb. 10 von der in Abb. 11. Während bei der 
früheren Figur die äußere Kraft P im Kraftecke II so ange« 
tragen wurde, daß beide Kraftecke auseinanderfielen, ließ man 
diese in Abb. 11 sich überdecken und reihte P an den Endpunkt 
des Auflagerdrucks 1% P an, der im vorigen Kraftecke I vor- 
kam, und zwar so, daß sich die Pfeile beider äußeren Kräfte an 
dem gemeinsamen Punkte aufeinanderfolgen. 

Kämen schließlich an einer Ecke des Eräfteplanes vi^r äußere 
Ki*äfte vor, so fielen an dieser Stelle zWei Ecken des Eraftecks 
der äußeren Kräfte zusammen/ oder mit' andern Worten, das 
Krafteck zerfiele in zwei geschlossene Polygone mit einer gemein- 
samen Ecke und ähnlich wäre es in noch yerwickelteren Fällen, 
die hier keine weitere Besprechung erfordern. Dagegen sei noch 
darauf hingewiesen, daß an einer Ecke des Krafteplanes auch nur 
zwei äußere Kräfte und gar keine Stabspannung vorkommen könnten. 
Dann würden aber in der Binderfigur beide äußeren Kräfte zu dem- 



26 Erster Abschnitt. ZuBammensetzung und Zerlegung der Kräfte nsw. 

selben Knotenpunkte gehören. Man kann diese Ecke aus dem Krfifte- 
plane abschneiden, indem man die andern Endpunkte beider Kräfte 
miteinander verbindet. Diese Verbindungslinie stellt dann die Ee- 
sultierende der beiden äußeren Kräfte an dem Knotenpunkte dar. 
Femer folgt noch aus den vorhergehenden Betrachtungen, 

daß jedem Punkte des Kräfteplanes, von dem zwei äußere 
Kräfte und eine beliebige Zahl Stabspannungen ausgehen^ in 
der Binderfigur ein Linienzug entspricht, der mit der Bichtungs- 
Hnie von einer der äußeren Kräfte beginnt, sich den Stäben 
entlang fortsetzt und mit der BichtungsUnie der andern äußeren 
Kraft aufhört. Dieser Linienzug stellt zwar nicht gerade ein 
Polygon im Sinne der Planimetrie dar; wir können aber diese 
Bezeichnung im erweiterten Sinne darauf übertragen. Dann läßt 
sich aussagen, daß die Binderfigur in ebensoviele Polygone 
zerlegt werden kann, als Ecken im Kräfteplane vorkommen, 
und daß femer auch jede Seite in der Binderfigur zweien dieser 
Polygone gemeinsam ist. Hiermit zeigt sich aber, daß zwischen 
der Binderfigur und dem Kräfteplane eine wechselseitige Be- 
.ziehung besteht, die für beide in der gleichen Art gilt. Jeder 
Ecke in der einen Figur entspricht ein Poly- 
gon in der andern und jeder Seite eine zu ihr 
parallele Seite. Bein geometrisch betrachtet, könnten 
daher beide Figuren auch die Bollen miteinander vertauschen, 
d. h. man kann ebensogut die Aufgabe stellen und lösen, zu dem 
gegebenen Kräfteplane eine zugehörige Binderfigur zu konstru- 
ieren, als umgekehrt. Zwei Figuren, die in dem näher bezeich- 
neten Verhältnisse stehen, bezeichnet man in der graphischen 
Statik als reziprok zueinander. 



§ 5. Herstelliing des resiproken Kräfteplanes naoh. dem 

Verfahren von Bow. 

Wir sind vorher von der Absicht ausgegangen, «inen Ejräfte- 
plan zu konstruieren, dem wir die Stabspannungen des Binders 
entnehmen können, und sind dann zu dem Schlüsse gelangt, daß 
der möglichst einfache Kräfteplan in einer gewissen geome- 
trischen Verwandtschaft zur Binderfigux stehen müsse. Dadurch 



§ 6. HenrtellaDg des resiproken ErilfteplaDes Ton Bow. 27 

sind wir jetzt in den Stand gesetzt, die Aufgabe von einer ganz 
andern Seite her anzugreifen. Wir brauchen gar nicht mehr von 
dem Kräfteplane zu reden, sondern nur noch von der dem Binder 
reziproken Figur, die wir rein geometrisch, ohne auf ihre mecha- 
nische Bedeutung zu achten, konstruieren können. Nur beim 
Anfange der Zeichnung nehmen wir darauf Bücksicht, daß die 
Figur nachher als Eräfteplan angesehen werden soll, indem wir 
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Abb. IS B und ISb. 



mit dem Kraftecke der äußeren Kräfte, die hierbei im Maßstabe 
aufgetragen werden müssen, beginnen. Nachher denken wir aber 
bei der Fortsetzung der Zeichnung nur noch an die reziproke 
Figur, die konstruiert werden soll. Dabei leistet die von Bow 
eingeführte Bezeichnung, bei der nicht die Stäbe und Knoten- 
punkte des Binders, sondern die Polygone der Binderfigur einzeln 
aufgeführt werden, sehr gute Dienste. Ein einfaches Beispiel 
wird dies am besten zeigen. 

Abb. 12* gibt einen Binder an, der etwa als Brückenträger 
angesehen werden kann, und an dem in einem Knotenpunkte 
der unteren Ourtung die einzige Belastung P angreift. Konmien 
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mehr Lasten vor, so ändert sich zwar nicht viäl; wir "wollen, 
uns aber zunächst auf den einfachsten Fall beschränken. Der 
Untergurt ist geradlinig angenommeii; det Obergurt bilde einen 
beliebigen Linienzug, der nicht symmetrisch zu\sein braucht.. 
Die Einzellast P bringt beiderseits Auflagerkräfte vipn den 
Größen ^P und -fP hervor. Den Kräfteplan in Abb. 12** ber. 
ginnen wir mit dem Polygone für die drei äußeren Kräfte. Die 
Seiten und Ecken des Ejraftecks fallen hier freilich auf eine 
Gerade, da die Ejräfte alle gleich gerichtet sind. Wir wollen uns 
aber dadurch nicht stören lassen, in der durch die drei Ecken 
und ihre Verbindungsstrecken gebildeten geradlinigen Figur 
ein Dreieck zu erblicken. In der Abbildung ist dieses Drei- 
eck abc durch einen starken, in lotrechter Bichtung gehen- 
den Strich angegeben. Die Seite ab stellt die Belastung P, 
ac den linken und cb den rechten Auflagerdruck dar. Die 
Pfeile sind in der Figur weggelassen, weil sich die Strecken über- 
decken; man hat sie sich aber entsprechend hinzu zi^ denken. 

Nun suchen wir in der Binderfigur die Polygone, auf, die 
den Ecken a, b, c des Polygons der äußeren Kräfte im Kräfte- 
plane entsprechen, hä Punkte a stoßen im Kräfteplane die 
Last P und der linke Auflagardruck zusammen. Daher muß 
nach den Betrachtungen im vorigen Paragraphen dem Punkte a 
ein Linienzug im Binder entsprechen, der mit der BichtungsUnie 
des linken Auflager drucks beginnt und mit der BichtungsUnie von 
P schließt, während die zwischenliegenden Seiten jedenfalls aus 
Stäben gebildet werden. DieserÜberlegung entsprechend sind die 
Buchstaben a, b, ein die Binderfigur eingeschrieben; sie bedeuten; 
alle drei offene Polygone, d. h. solche, die mit der Bichtungslinie 
einer äußeren Kraft anfangen und mit einer andern endigen. 

Allen andern Punkten des Kräfteplanes, die zu a, b, c noch 
hinzukommen, können in der Binderfigur nur geschlossene Poly- 
gone entsprechen, deren Seiten aus Stäben gebildet werden. 
Bei den einfachen Bindern sind diese Polygone stets die Preiecke, 
durch deren Aufeinanderfolge die geometrische Figur des Binders 
entstanden gedacht werden kann. Wir schreiben demnach die 
Zeichen rf, c, / usf. in die Stabdreiecke ein. Un^re Aufgabe be- 
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steht dann, geometrisch gesprochen, darin, die diesen Polygonen 
d^ e, f ... im Kräfteplane entsprechenden Punkte aufzusuchen. 
' Punkt ä kann leicht gefunden werden. Das Dreieck d in der 
-Binderfigur grenzt nämlich zu beiden Seiten an die Polygone a 
und c an, die im Kräfteplane bereits durch Punkte vertreten sind. 
Unter ad sei der Stab verstanden, der den Polygon^ a und d 
gemeinsam ist, also der erste Stab des Untergurts. In denselben 
Weiile können auch alle andern Stäbe durch Angabe der in ihnen an- 
einander grenzenden Polygone angegeben werden. Wir brauchen 
jetzt nur die Linien ad und cd im Kräfteplane von den bekannten 
Punkten a und c aus parallel zu den gleichbezeichneten Stäben 
^er Binderfigur zu ziehen; der Schnittpunkt liefert den Punkt d. 
Dann folgt Punkt e. Das Dreieck e in der Binderfigur 
grenzt an c und d an; wir ziehen also von den bereits bekannten 
Punkten c und d im Kräfteplane Parallelen zu den Bichtungen 
der Stäbe ce und de. Der Schnitt gibt den Funkt e. Ebenso grenzt 
nachher / an a und e an und Punkt / wird daher von a und e aus 
mit Hilfe der Parallelen zu den Stäben af und ef gefunden. In 
dieser Weise fährt man fort bis zum rechten Ende des Binders 
hin, also bis zur Konstruktion des Punktes q im Kräfteplaneii 
Man muS nur nach Überschreitung des Knotenpunktes, an dem 
die Last P angebrächt ist, beachten, daß die Dreiecke k, m ust 
nicht mehr an a, sondern an b angrenzen. Die Punkte k, m, o, q 
liegen daher auf der durch b gezog^ien Horizontalen. 

' Eine besondere Bemerkung ist nur noch hinsichtlich des 
letzten Punktet q zu machen. Das Dreieck q in der Binder* 
figur grenzt nämiUch an die Polygone b, c und p an, die alle drei 
schon durch Punkte im Kräfteplane vertreten sind. Hiernach 
müssen sieh die drei durch diese Punkte zu den Stäben bq, cq 
und pq gezogene Parallelen in demselben Pimkte q schneiden. 
Zieht man also die Linie pq parallel 2um Stabe pq, und sucht 
deren Schnitt ^ mit der durch b gelegten Horizontalen auf, so 
inuß-die Verbindungslinie cq von selbst parallel zum Stabe cq 
geben. Hiermit erhält man eine sehr willkommene Probe für 
die Bichtigkeit und G^iauigkeit der Zeichnung. Hätte man z. B. 
die Auflagerkräfte nicht richtig gewählt, würde also Punkt c auf 
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der Geraden ab nicht an der richtigen Stelle sitzen, so könnte 
man die ganze Figur zunächst genau so wie vorher konstruieren; 
die Verbindungslinie cq würde aber dann nicht parallel zum 
Stabe cq laufen und wir würden dadurch auf den begangenen 
Fehler aufmerksam gemacht. 

Auch in Abb. 12^ sind, wie schon in Abb. 11, die zuerst 
zu ziehenden Linien stark ausgezogen, die folgenden schwächer, 
dann gestrichelt, mit Strichpunkten usf. Dem Anfänger soll 
hierdurch der Überblick über die Entstehungsart der Figur er- 
leichtert werden. 

Nachdem die reziproke Figur konstruiert ist, überzeuge 
^lan sich davon, daß sie in der Tat als der Kräfteplan des Binders 
aufgefaßt werden kann. Zu diesem Zwecke greife man irgend- 
einen Knotenpunkt des Binders heraus und suche das ihm zu- 
gehörige Krafteck im Kräfteplane auf. In jenem Punkte z. B., 
an dem die Last P angreift, stoßen die Polygone a, A, i, k, b in 
der Binderfigur zusammen; wir können ihn geradezu als den 
Knotenpunkt ahikb bezeichnen. Ihm entspricht im Kräfteplane 
das gleich bezeichnete Krafteck ahikb und in derselben Weise 
kann zu jedem Knotenpunkte das zugehörige Krafteck angegeben 
werden. — Wir haben femer noch die Vorzeichen der Stab- 
spannungen festzustellen. Am einfachsten geschieht dies für jene 
Stäbe, die von einem Knotenpunkte ausgehen, an dem zugleich 
eine äußere Kraft angreift, weil deren Pfeil von vornherein be- 
kannt ist. Im Kraftecke ahikb stellt die Seite ab die Last P mit 
dem Pfeile nach abwärts dar. Daraus folgt z. B. der Pfeil von bk, 
sofern er auf den Knotenpunkt ahikb bezogen wird, nach rechts 
hin usf. Trägt man diese Pfeile an dem Knotenpunkte in der 
Binderfigur ab, so überzeugt man sich, daß alle vier von diesem 
Knotenpunkte ausgehenden Stäbe gezogen sind. Um die Pfeile 
der Stabspannungen für einen ICnotenpunkt, an dem keine 
äußere Kraft angreift, ermitteln zu köimen, muß man von einem 
Stabe das Vorzeichen der Stabspannung bereits kennen. So 
wirken z. B. am Knotenpunkte bklm vier Stabspannungen, die 
im Kräfteplane das Krafteck bklm bilden. Aus der vorhergehen- 
den Betrachtung wissen wir bereits, daß Stab bk gezogen ist. 
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Für den jetzt betrachteten Knotenpunkt geht also der Pfeil von 
bk nach links; hieraus folgt der Pfeil yon bm nach rechts, Ton 
ml nach rechts oben und yon Ik nach rechts unten. Die Stäbe 
bm und ml sind daher gezogen und Ik ist gedrückt. Daß in dem 
Vierecke bklm drei Punkte und zwei Seiten auf eine Gerade fallen, 
rührt nur von dem zufälligen Umstände her, daß der Untergurt 
des' Binders geradlinig angenommen war. Darum hört aber 
dieses Krafteck (ebenso wie die übrigen, bei denen dasselbe zu- 
trifft) nicht auf, als Viereck zu gelten. 

Es kann dem Anfänger nicht eindringlich genug empfohlen 
werden, der Reihe nach sämtHche Eraftecke im Eräffceplane auf- 
zusuchen und die Vorzeichen aller Stabspannungen festzustellen. 
Die gedrückten Stäbe sind in der Binderfigur wieder durch bei- 
gesetzte Schattenstriche gekennzeichnet. 

§ 6. Die Auibiaanderfölge der Pfeile «n einer Ecke des 

resiproken Krftfteplanes. 

Die früheren Betrachtungen lehren wohl, daß ein Kräfte- 
plan, in dem jede Stabspannung nur einmal als Seite auftritt, eine 
zur Binderfigur reziproke Figur büden muß. Ob aber eine rezi- 
proke Pigur, die wir zur Binderfigur auf 
Grund rdn geometrischer Überlegungen kon- 
struiert haben, auch umgekehrt einen Kräfte- 
plan bildet, geht daraus noch nicht deutlich 
genug hervor. Man könnte sich zwar, um 
diesen Zweifel zu heben, damit begnügen, 
nach Aufzeichnung der Figur nachträgUch 
jedes Krafteck in ihr aufzusuchen xmd sich 
-davon zu überzeugen, daß in ihm nicht nur die richtigen Seiten vor- 
kommen (woran auf Grund der früheren Überlegungen kein Zweifel 
mö^ch ist) , sondern daß auch Hie Pfeile der Stabspannungen 
in ihm richtig aufeinanderfolgen. Wünschenswert bleibt aber 
inmierhin eine allgemein gültige Entscheidung der Frage, die uns 
der Sorge überhebt, in jedem Einzelfalle von neuem zu prüfen, 
ob die richtige Aufeinanderfolge der Pfeile gewahrt ist. 

Dies lehrt die folgende Überl^ung. Man betrachte zu- 
nächst irgendeine Ecke a des Kräfteplanes (Abb. 13), von der 
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nur drei Stabspannungen ausgehen mögen. Während der Kon- 
struktion des Kräfteplanes erhält man diesen Punkt zuerst als 
Schnitt von zwei Stabspannungen, die in Abb. 13 mit 1 und 2 
bezeichnet seien. In dem zugehörigen Kraftecke müssen die 
Pfeile von 1 und 2 aufeinanderfolgen; der eine Pfeil muß also 
auf die Ecke zu, der andere von ihr ab gerichtet sein. In der 
Abbildung sind diese Pfeile auf die Linien 1 und 2 selbst ein- 
getragen, und zwar ist jene Stabspannung, deren Pfeil auf die 
Ecke zu gerichtet ist, mit 1, die andere mit 2 bezeichnet. Offen- 
bar steht es uns nämlich frei, diese Bezeichnungen so zu ver- 
teilen, wie es uns beliebt, ohne dadurch die Allgemeingültigkeit 
der Betrachtung einzuschränken. Späterhin kommt dann die 
Stabspannung 3 hinzu. Während wir sie ziehen, smd wir im Be- 
griffe, ein Krafteck zu zeichnen, in dem außer 3 noch eine der 
beiden andeM Stabspannungen — sagen wir 2=— vorkommt. 
In diesem zweiten Kraftecke, das zu dem andern der durch den 
Stab 2 in der Binderfigur verbundenen Knotenpunkte gehört, 
hat aber die Stabspannung 2 den entgegengesetzten Pfeil wie 
vorher; dieser zweite Pfeil ist neben der Linie 2 in die Abbildung 
eingetragen. Der Pfeil von 3 im zweiten Kraftecke folgt danjti 
aus der Bedingung, daß er in diesem auf den Pfeil von 2 folg^ 
muß. Er ist vom Knotenpunkte ab gerichtet und so auf d^ 
Linie 3 selbst eingetragen. Bei der weiteren Koüstruktioil ^e^ 
Kräfteplanes konunt man aber noch zu einem dritten Krafteoke, 
in dem die Spannungen 1 und 3 an der betrachteten Ecke a.uf- 
einanderfolgen. Die Frage, um deren Entscheidung es'^sich 
handelt, besteht nun darin, ob auch in diesem dritten Kraft- 
ecke die Pfeile von 1 und 3, die durch die vorhergehenden Übei?- 
legungen bereits festgelegt sind, unter allen Umständen richtig 
aufeinanderfolgen. Man sieht 'bereits, daß die Frage zu bejahen 
ist. Im dritten Kraftecke sind namUch an St^e der ia\if die 
Linien selbst eingetragenen die daneben angegebenen umge- 
kehrten Pfeilrichtungen zu nehmen und diese folgen iüider 7at 
richtig aufeinander. < ^ > 

Dies bleibt auch noch gültig, wenn beliebig viele Stab- 
spannungen in derselben Ecke a des Eräfteplanes züsammentreffBa. 
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Es wird genügen, wenn ich es für 4 Stabspannungen nachweise, 
da die Betrachtung in andern Fällen ebenso durchgeführt werden 
kann. Die Spannungen, durch deren Schnitt die Ecke zuerst ge- 
funden wird, seien wieder mit 1, 2, die bei der weiteren Konstruk- 
tion zunächst hinzutretende mit 3 und die letzte mit 4 bezeichnet. 
Dabei sollen die Bezeichnungen überdies noch so verteilt sein, daß 
2 mit 3 zum zweiten Erafbecke und — wie dies dann nicht anders 
sein kann — 3 mit 4 zum dritten und 1 mit 4 zum letzten Eraft- 
ecke gehören. Angenommen, der Pfeil von 1 gehe im Eraftecke 1, 
2 (wie es der Eürze halber genannt werden kann) auf die Ecke a 
zu; der von 2 ist dann von a ab gerichtet Im Eraftecke 2, 3 
hat dann 2 den entgegengesetzten Pfeil, der in Abb. 14 wieder 
neben die Linie eingetragen ist. Überhaupt sollen die auf die 
Linien selbst eingetragenen Pfeile immer 
jene sein, die beim ersten Auftreten 
dieser Linien gültig sind, während sie 
beim zweiten Auftreten entgegengesetzt 
sind und mit dieser Richtung daneben 
eingetragen wurden. Man sieht jetzt, 
daß der auf Linie 3 einzutragende Pfeil 
von a ab gerichtet ist. Da sich der 
Pfeil Ton 3 beim zweiten Auftreten 
wieder umkehrt, ist auch der auf 4 Abb. li. 

selbst einzutragende Pfeil von a ab 

gerichtet. Beim letzten Eraftecke sind sowohl von 4 als von 1 die 
daneben gezeichneten Pfeile zu nehmen und diese folgen wieder 
richtig aufeinander, wie wir es verlangen müssen. Wären noch 
mehr Stabspannungen von a ausgegangen, so wären alle auf die 
Linien selbst einzutragenden Pfeile von a ab gerichtet anzunehmen 
gewesen, mit Ausnahme von 1. Dies hätte in jedem Falle zuletzt 
auch zur richtigen Aufeinanderfolge von 1 und der letzten Stab- 
spannung führen müssen. — Wenn der erste Pfeil von 1 etwa 
entgegengesetzt dem hier angenommenen gewesen sein sollte, so 
hätte man nur auch alle übrigen umzukehren, ohne daß dadurch 
am Schlußresultate etwas geändert würde. 

Auch auf den Fall, daß an der Ecke a außer Stabspannungen 
noch zwei äußere Kräfte zusammenstoßen» läßt sich die vorige 
Überlegung ohne weiteres übertragen. Man muß nur beachten, 
daß die Pfeile der beiden äußeren Kräfte ebenfalls aufeinander- 
folgen müssen, da der Funkt a zugleich zum Kraftecke der 
äußeren Kräfte gehört. Eine der äußeren Kräfte ist daher auf 
den Punkt a zu, die andere von ihm ab gerichtet. Betrachtet 

Föppl: Oraphische' Statik. S.Aufl, 3 
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man nun die Stabspannung 1, die zuerst von a aus während der 
Konstruktion des Kräfteplanes gezogen wird, so bestimmt sich 
deren Pfeil aus jenem der äußeren Kraft, die mit ihr zum selben 
Kraftecke gehört. Beim nächsten Kraftecke, in dem 1 vorkommt, 
ist deren Pfeil umzukehren, usf. Man findet dann auch im letzten 
Kraftecke die richtige Aufeinanderfolge der Pfeile an der Ecke a. 
Aus dieser Untersuchung folgt, daß in 
der Tat in der zur Bind er ge s t al t konstru- 
ierten reziproken Figur — ; falls nur die äu- 
ßeren Kräfte vorher richtig aufgetragen 
waren — alle Pfeile vorschriftsmäßig auf- 
einanderfolgen müssen. Die reziproke Figur ist daher 
der gesuchte Kräfteplan. 

Änmerhung. Schließlich mache ich noch darauf aufinerksam, 
daß fireiUch nicht jedem Polygone, das man aus beliebig heraus- 
gegrififenen zusammenhängenden Stäben in der Binderfigur bilden 
kann, eine Ecke im reziproken Kräfteplane entspricht. Betrachtet 
man z. B. das aus den Dreiecken d und e in Abb. 12 zusammen- 
gesetzte Viereck, so entspricht diesem keine Ecke im Kräfteplane. 
Die Aufgabe, den Eräffceplan als reziproke Figur zu konstruieren, 
setzt vielmehr voraus, daß man bereits eine Zerlegung der Binder- 
figur in solche Polygone kennt, deren Seiten nur aus Stäben oder 
BichtungslinJen von äußeren Kräften gebildet werden, derart, daß 
in jeder dieser Seiten zwei der Polygone aneinandergrenzßn. Eine 
solche Zerlegung zu finden, kann unter Umständen recht schwierig 
sein. Bei den einfach gegliederten Bindern, um die es sich in 
diesem Abschnitte handelt, ist diese Zerlegung aber von selbst gegeben. 

§ 7. Zusammensetzen von Kräften in der Bbene. 

Wenn hier und in der Folge von der Zusammensetzung von 
Kräften die Bede ist, die nicht alle an demselben Punkte an- 
greifen, so ist in Gedanken überall die Voraussetzung hinzu- 
zufügen, daß die Angriffspunkte alle auf demselben starren 
^Körper oder auch auf einer Verbindung von Körpern enthalten 
sein sollen, die von unveränderlicher Gestalt ist und die daher 
•:als ein einziger starrer Körper aufgefaßt werden kann. Sehr 
häufig werde ich von dem starren Körper, an dem die Kräfte 
angreifen, nicht einmal den Umriß hinzeiohnen, da seine Ge- 
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stalt für das, was gerade auseinandergesetzt werden soll, gleich-» 
gültig ist. Man darf aber darum niemals außer acht lassen, daß 
ein solcher Körper hinzugedacht werden muß, da Kräfte, die 
an verschiedenen starren Körpern angreifen, überhaupt nicht 
zusammengesetzt werden können. 

Wenn die Eichtungslinien gegebener Kräfte in einer Ebene 
liegen, aber nicht parallel zueinander sind, führt das durch 
Abb. 15* und 15** erläuterte Verfahren am schnellsten zu ihrer 
Vereinigung. Man suche zuerst den Schnittptinkt A der Rich- 
tungslinien von $ßi und ^ßg ^ ^^^' 15* auf, verlege diese beiden 





Abb. 16 b. 

• 
Kräfte nach A als Angriffspunkt und ersetze sie durch ihre geo- 
metrische Summe (S^, die in Abb. 15^ mit Hilfe eines Kräfte- 
dreieckes konstruiert werden kann. Dann suche man im Lage- 
plan, also in Abb. 15*, den Schnittpunkt B von ©^ init ^ßg auf 
und setze an diesem ©^ mit ^ßg auf dieselbe Weise zur Resultieren- 
den tft zusammen. In der Abbildung waren nur drei gegegebene 
Kräfte angenommen; man sieht aber sofort ein, daß bei einer 
größeren Zahl dasselbe Verfahren fortgesetzt werden kann, bis 
schließlich alle Kräfte durch eine einzige Resultierende 91 
ersetzt sind. 

Natürlich hätte man die Eeihenfolge in der Zusammensetzung 
auch ändern, also z. B. mit der Zusammensetzung von $^ und ^3 
beginnen können. Auf das Schlußresultat kann dies aber keinen 
Einfluß haben. Dies folgt daraus, daß eine auf diesem Wege ge- 
fundene Resultierende die gegebenen Krftfte (sofern von der Ver: 
teüung der inneren Kräfte im starren Körper abgesehen wird), 
vollständig ersetzt. Eine einzelne Kraft 91 kann aber niemals 
durch eine von ihr verschiedene vollständig ersetzt werden. Gelangt 
man also auf zwei verschiedenen Wegen zu Resultierenden ge- 

8* 
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gebener Kräfte, so müssen beide in jeder Hinsicht, d. h. nach 
Bichtong, Größe und Lage miteinander übereinstimmen. 

Sind die Kräfte parallel zueinander, so fügt man zwei 
neue, % und %' = ^% hinzu, die sich gegenseitig aufheben, die 
sonst aber beliebig in passender Weise gewählt werden können, 
vereinigt % mit ^^ ^^ ®i' ^^^^ ^^ $2 ^^ ®2 ^' ^^d setzt das 
letzte © mit 2' zur Eesultierenden 91 zusammen. Im I. Bande 
war dies schon beschrieben und im nächsten Abschnitte werde 
ich darauf nochmals ausführlicher zurückkonmien. 

Im allgemeinen kann man, wie aus diesen Betrachtungen 
hervorgeht, Kräfte in der Ebene stets durch eine einzige Kraft 9i 
ersetzen. Nur der eine Ausnahmefall kommt in Betracht, 
daß man zuletzt auf zwei Kräfte geführt wird, die gleich groß, 
parallel, aber entgegengesetzt gerichtet sind. Im ersten Bande 
setzte ich schon auseinander, daß man ein solches „Kräftepaar'' 
auch als gleichwertig mit einer unendlich kleinen Kraft ansehen 
kann, deren Eichtungslinie die unendlich ferne Gerade der Ebene 
ist. Macht man von dieser Ausdrucksweise Gebrauch, so kann 
man sagen, daß sich Kräfte in der Ebene immer durch eine ein- 
zige Resultierende ersetzen lassen. 

§ 8. Zerlegen von Kräften in der ISbene. 

Eine gegebene Kraft $ß soll in drei andere zerlegt werden, 
deren Bichtungslinien sonst beliebig vorgeschrieben sind, so 
jedoch, daß sie mit der Richtungslinie von 5ß in derselben Ebene 
liegen und sich nicjit in einem Punkte schneiden. Diese Auf- 
gabe läßt immer eine eindeutige Lösung zu. Dabei kann man, 
wie bei allen Zerlegungsaufgaben, auch verlangen, daß die drei 
gesuchten Kräfte mit $ß im Gleichgewichte stehen, ohne dadurch 
in der Lösung eine weitere Änderung als die Umkehrung der 
Pfeile der gesuchten Kräfte herbeizuführen. 

Die Aufgabe ist ganz ähnlich der in § 2 behandelten, eine 
gegebene Kraft nach drei nicht in derselben Ebene liegenden, 
aber durch den gleichen Angriffspunkt gehenden Richtungs- 
linien zu zerlegen. Auch hier kennt man verschiedene Wege, 
die zum Ziele führen und der eine, der von C u 1 m a n n ange- 
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geben ist, stimmt im wesentlichen mit dem schon damals be- 
schriebenen Cuhnannschen Verfahren überein. In Abb. 16* 
seien 1, 2» 3 die Bichtnngslinien, nach denen die gegebene Kraft 
$ zerlegt werden soll. Man teUe die vier Kräfte in zwei Gruppen 
ein, so daß zur einen Gruppe etwa $ und 1, zur andern die Kräfte 
2 und 3 gehören. Sollen die Kräfte 1, 2, 3 mit $ im Gleich- 
gewichte sein, so muß die Eesultierende aus $ und 1 mit der Be* 
sultierenden aus 2 und 3 in dieselbe Grade fallen. Diese Gerade 
kann nur die Verbindungslinie der Schnittpunkte von $ mit 1 
und Ton 2 mit 3 sein. Sie ist in die Abbildung gestrichelt einge- 
tragen. Nachdem man 

die Bichtungslinie der /y - 

Besultierenden aus $ 
und 1 kennt, kann man — -\— 
für diese drei Kräfte in N 

Abb. le'^ ein Kräfte- 
dreieck zeichnen. Da- 
ran läßt sich sofort ein 
zweites anreihen, das 
der Zusammensetzung von 2 und 3 zu ihrer Besultierenden 
entspricht, wie es in der Abbildung geschehen ist. Die Pfeile 
der Kräfte 1, 2, 3 trägt man nachträgUch so ein, daß sie unter 
sich aufeinanderfolgen, dem Pfeile yon $ aber entgegengesetzt 
sind, falls die 1, 2, 3 die Kraft $ ersetzen sollen. Sollen sie 
mit $ Gleichgewicht halten, so sind die drei Pfeile um- 
zukehren. — Die beiden Zeichnungen in Abb. 16* und 16^ können 
übrigens in dem früher besprochenen Sinne als reziproke Figuren 
aufgefaßt werden. 

Obschon das Verfahren einfach genug ist, zieht man ihm 
doch gewöhnlich ein anderes vor, das von Aug. Bitter herrührt 
und das als dieMomenten-Methode oder als die B i t - 
t e r sehe Methode bezeichnet zu werden pflegt. Man geht 
dabei von der Erwägung aus, daß die Summe der statischen 
Momente aller Kräfte, wenn diese Gleichgewicht miteinander 
halten sollen, für jeden Momentenpunkt zu Null werden muß. 
Um hiemach die Kraft 1 in der durch Abb. 16* gestellten Auf- 
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gabd zu ermitteln, lege man den Momentenpunkt auf den Schnitt- 
punkt dier Bichtungslinien von 2 und 3. In der Momentenglei-* 
chüng kommen dann nur die Momente von $ß und 1 vor. Man 
erkennt zunächst, daß der Pfeil von 1 nach Unks gehen muß und 
findet die Größe von 1 durch Ziehen der Hebelarme (rechtwinklig 
zu i und $) und Gleichsetzen der Momente. Die Größe von 2 oder 
3 findet man auf dieselbe Art unter Verlegung des Momenten- 
punktes nach dem Schnittpunkte von 1 und 3 oder von 1 und 2*. 
Man pflegt daher bei der Anwendung des Verfahrens den Schnitt-" 
pünkt von zwei der gegebenen Bichtungslinien auch geradezu 
als den zur dritten der gesuchten Kräfte gehörigen Momenten- 
punkt zu bezeichnen. 

Daß dieBichtungslinienl, 2, 3 nicht durch 
einen Punkt gehen dürfen, wenn die Lösung 
der Aufgabe möglich sein soll, war schon vorher 
beinerkt. Gehen sie nicht genau, sondern nur nahezu durch einen 
Punkt, schneiden also die drei Bichtungslinien etwa ein unehd-^ 
lieh kleines Dreieck in der Ebene ab, so werden die Kräfte 1, 2, 3 
unendUch groß, denn der Hebelarm einer jeden wird für den zu- 
gehörigen Momentenpunkt unendlich klein, während das Moment 
Von ?ß endlich ist. Auch parallel zu einander 
dürfen die drei Bichtungslinien nicht sein, 
weil sie sonst niemals eine Besultierende von beüebiger Bichtung; 
liefern könnten. Dieser Fall ist indessen im vorigen schon mit 
enthalten, da auch parallele Linien durch denselben Punkte nämUch 
durch den ihnen gemeinsamen unendlich fernen Punkt gehen. 

Zwei der Eichtungslinien dürfen indessen parallel zueinander 
sein. Die Momentmethode bleibt in diesem Falle allerdings zur 
Bestimmung der in der dritten Eichtungslinie gehenden Kraft nicht 
mehr verwendbar, weil der ihr zugehörige Momentenpunkt im Un? 
endlichen liegt. Man hilft sich aber leicht, indem man entweder 
auf die Culmannsche Methode zurückgreift oder indem man den 
Komponentensatz an die Stelle des Momentensatzes treten läßt. 
Nach, dem Komponentensatze muß nämlich die algebraische Summe 
der Projektionen auf jede Gerade, also auch auf eine senkrecht zu 
den beiden parallelen Richtungslinien gezogene, gleich Null sein. Da 
in der Komponentengleichung im vorliegenden Falle nur zwei Glieder 
auftreten, erhält man daraus sofort die Größe der gesuchten Kraft. 
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§ 9. Anwendung der Bitterschen Metliode anf die 
Beredhnung Ton Faohwerktrilgem. 

Die Bittersche Methode wird sehr häufig zur Berechnung 
der Stabspannungen in Dachbindern oder Brückenträgern be^ 
nützt. Durch einen solchen Binder kann man nänüich gewöhnHch 
einen Schnitt in ungefähr senkrechter Bichtung legen, der nur 
drei Stäbe trifft, deren Bichtungslinien nicht durch einen Funkt 
gehen. Denkt man sich dann die rechte Hälfte des Binders ent- 
fernt, so muß die linke Hälfte immer noch im Gleichgewichte 
bleiben, wenn man an den Stümpfen der durch den Schnitt ge- 
troffenen Stäbe Kräfte anbringt, die nach Größe und Bichtungs- 
sinn mit den vorher in den Stäben übertragenen Stabspannungen 
übereinstimmen. Von diesen Kräften kennt man die Bichtungs- 
linien und die Lösung der vorher besprochenen Aufgabe führt 
daher zur Kenntnis der Stabspannungen. 

Die Bittersche Methode tritt demnach in Wettbewerb mit 
dem früher für die Ermittelung der Stabspannungen angegebenen 
Verfahren, einen Kräfteplan zu zeichnen. Dieses Verfahren 
bleibt freiUch immer im Vorteile, sobald man alle Stabspannungen 
ermitteln soll, die zu einer gegebenen Belastung gehören. Wünscht 
man aber aus irgendeinem Grunde nur eine einzige Stabspan- 
nung zu kennen, während die Spannungen der übrigen Stäbe 
gleichgültig sind, so kommt man mit der Bitterschen Methode 
schneller zum Ziele. 

Außerdem hat die Bittersche Methode auch noch den Vor- 
zug, daß sie in manchen Fällen ohne jede Schwierigkeit zur 
Lösung führt, bei denen der Kräfteplan nach den bisher dafür 
gegebenen Anleitungen nicht mehr konstruiert werden kann. 
Ein einfaches Beispiel dafür bildet der sog. zusammenge- 
setzte Polon^eau- oder Wiegm ann - Bind er , 
der in Abb. 17^ dargestellt ist. Aus dem einfachen Binder in 
Abb. 9 (Seite 17) geht er dadurch hervor, daß jeder Stab des 
Obergurtes, sowie die Stäbe 2, 5 und die ihnen auf der andern 
Seite von Abb. 9 entsprechenden durch einen in der Mitte hegen«» 
den Knotenpunkt in zwei Hälften zerlegt werden^ worauf die 
neu hinzugekommenen Knotenpunkte durch Einfügen vom 



40 Bntor Abwlmiti^ ZnMunmeiiaetsiiiig und Zerlegung der Kzftite vtsw. 

Stäben unter Einhaltnng des DreieckBverbandes gegen die übri- 
gen abgestützt werden. Die Absicht bei der Konstruktion des 
^yZnsammengesetzten" Binders in Abb. 17 geht darauf hinaus, 
eine größere Zahl von Stützpunkten am Binder für die Anflage- 




Abb. 17 a und 17 b. 



rang der Dachhaut zu gewinnen. Bei großen Spannweiten 
würden die Dachsparren bei der Anordnung in Abb. 9 auf eine 
zu große Länge frei zu tragen haben, während in Abb. 17 diese 
Länge— nämUch der Abstand Zwischenzwei aufeinanderfolgenden 
Knotenpunkten des Obergurts — auf die Hälfte herabgesetzt ist. 
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Der Binder in Abb. 17* bildet keinen einfachen Fachwerk- 
träger mehr. Er kann nänüich nicht auf die früher angegebene 
Ajrt durch Aneinanderfügen von Dreiecken erhalten werden, 
näniHch nicht so, daß jedes folgende Dreieck mit einer Seite 
an das vorhergehende angeschlossen wird. Auf den ersten 
Blick erkennt man den Unterschied vielleicht nicht; man be- 
denke aber, daß sich das mit q bezeichnete Polygon gleich- 
zeitig an die beiden vorhergehenden Dreiecke n und p mit 
einer Seite anschließt was der früher gegebenen Vorschrift 
widerspricht. In der Tat ist daher q auch gar nicht als Dreieck 
in dem hier in Frage kommenden Sinne aufzufassen, sondern 
als Fünfeck von dem nur zweimal zwei Seiten zufällig in je eine 
Gerade fallen. 

Zu ähnlichen Schlüssen gelangt man auch, wenn man von 
dem fertig vorUegenden Binder die einzelnen Dreiecke wieder 
abzubauen sucht, so daß man jedes Dreieck längs einer Seite 
abbricht, in der es mit dem Beste zusammenhängt. Die Drei- 
ecke k, I» 171 auf der linken Seite und die ihnen entsprechenden 
w, V, u auf der rechten Seite kann man in dieser Weise nach- 
einander abbrechen. Dann gelangt man aber auf ein Gebilde, 
das in der gleichen Weise nicht weiter zerlegt werden kann 
und das man als die Grundfigur des Fachwerks bezeichnet» 
In einem späteren Abschnitte wird auf diese Dinge ausführ- 
licher eingegangen werden. Hier genügt es, wenn im übrigen 
nur darauf hingewiesen wird, daß die geometrische Gestalt 
des Binders jedenfalls immer noch unveränderlich ist, solange 
die Stablängen sich nicht ändern. 

In Abb. 17^ ist der reziproke Kräfteplan für den Binder 
gezeichnet. Er kann zunächst genau so begonnen werden, wie 
68 froh^ auseinandergesetzt war. Dadurch erhält man die 
mit starken Strichen ausgezogenen Linien. Sowie man so weit 
gekommen ist, versagt aber das früher angegebene Verfahren. 
Das Polygon n, auf das man in der Binderfignr stößt, sobald 
die Polygone i, {, m erledigt sind, grenzt nur an eines der 
bereits im Eräfteplane vertretenen, nämUch an m an. Man 
weiß daher nur, daß der Punkt n im Kräfteplane auf der 
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durch m zum Stabe mn gezogenen Parallelen enthalten 
sein muß. 

Auch rein mechanisch betrachtet, ist die Schwierigkeit^ 
auf die man hier stößt, leicht verständlich. Sobald man näm- 
Uch alle Stabspannungen bis auf jene, die zur Grundfigur des 
Binders gehören, ermittelt hat, vermag man keinen Knoten- 
punkt mehr anzugeben, an dem nur noch zwei der Größe nach 
unbekannte Kräfte angreifen. In der Grundfigur gehen näm- 
lich, wie man leicht erkennt, von jedem Knotenpunkte min- 
destens drei zur Grundfigur gehörige Stäbe aus. 

Für die Bittersche Methode besteht eine solche Schwierig- 
keit im vorliegenden Falle aber keineswegs. Man vermag näm- 
lich in Abb. 17* den Schnitt 66 zu legen, der durch die Grund- 
figur geht und nur drei Stäbe trifft, die sich nicht in demselben 
Punkte schneiden. Die Spannung des untersten Stabes aq z, B. 
kann daher leicht mit Hufe einer Momentengleichung ermittelt 
werden. Der zu diesem Stabe gehörige Momentenpunkt ist der 
Scheitelknotenpunkt des Binders. Auch die Spannungen der 
übrigen Stäbe können hierauf nach der Eitterschen Methode 
ohne Schwierigkeit berechnet werden. 

Anstatt dessen kann man auch nach Berechnung der Stab- 
spannung aq mit dem Zeichnen des Kräfteplanes fortfahren. 
Man trage zu diesem Zwecke die Spannung aq im Maßstabe 
von a aus ab, wodurch man in Abb. 17^ zum Punkte q gelangt. 
Nachdem dieser Punkt bekannt ist, erhält man auf gewöhnliche 
Art Punkt n als Schnitt der zum Stabe qn gezogenen Parallelen 
qn mit der schon von früher her bekannten Parallelen mn. 
Ebenso findet man o und p. Beim Polygone p ist aber zu be- 
achten, daß dieses an die drei schon im Kräfteplane vertretenen 
Polygone o, e und q anstößt. Die zu den drei Anschlußseiten 
von den Punkten o, e, q des Kräfteplanes gezogenen Parallelen 
müssen sich daher von selbst in dem gleichen Punkte p treffen. 
Dies dient zur Prüfung nicht nur für die Genauigkeit der Zeich- 
nung, sondern auch für die Eichtigkeit der Berechnung der Stab- 
spannung aq nach der Bitterschen Methode. — Nachdem der 
Kräfteplan bis zum Punkte p konstruiert ist, kann er in derselben 



§9. Anwendung der ttitterselien Methode auf f^aehwerkträger. 4d 

Weise auch für die rechtsseitige Binderhälfte weitergezeichnet 
werden. Die zügehörigen Linien sind in Abb. 17 gestrichelt 
ausgezogen. Da der Binder symmetrisch gestaltet mid symme- 
trisch belastet sein sollte, wird auch der Kräfteplan symme- 
trisch; die vom Punkte a aus gezogene Horizontale bildet die 
Symmetrieachse. 

FreiHch kann man die Schwierigkeit, auf die man bei der 
Konstruktion des Kräfteplanes stößt, sobald man an der Grund- 
figur angelangt ist, auch auf rein geometrischem Wege, ohne 
Zuhilfenahme der Momentenmethode, überwinden. Diesem 
Zwecke dienen die ebenfalls in Abb. 17^ eingetragenen punktiert 
ausgezogenen Linien. Man bedenke nämlich, daß in dem Kraft- 
eöke nopq, das zu dem gleichnamigen Knotenpunkte des Binders 
gehört-, zwei Seiten^ nämlich nq und pq, wie aus der Binderfigur 
hervorgi^ht, gleich gerichtet sein müssen. Da sie femer auch 
von demselben Punkte q ausgehen, müssen sie demnach auf 
dieselbe Gerade fallen. Das gesuchte Krafteck besteht also aus 
einem Dreiecke nop und einem auf der Dreieckseite np oder ihrer 
Verlängerung hegenden Punkte g. Das Dreieck nop muß aber 
sechs geometrischen Bedingungen entsprechen, auf Grund deren 
es gefunden werden kann. Die drei Ecken müssen nämlich auf 
d6n durch die bereits bekannten Funkte in, d, e zu den Stäben 
mn^ d.ö, ep gezogenen Parallelen hegen und die Seiten müssen 
zu .den Stabrichtungen tio, op und nq oder pq parallel laufen. 

Um das diesen Bedingungen genügende Dreieck nop zu 
finden, kann man sich entweder auf den schon in § 2 besproche- 
nen * geometrischen Satz über veränderHche Vielecke stützen, 
der hier in ganz ähnlicher Weise benutzt werden kann, wie es 
damals geschehen war, oder man kann auch ohne Berufung auf 
diesen Satz durch eine besondere Überlegung leicht zur Lösung 
der Aufgabe gelangen. Wir ziehen nämUch die Linie n' o' in der 
vorgeschriebenen Bichtung no, sonst aber beUebig und von n' 
und: o' aus Parallelen zu den Bichtungen op und nq oder pq. 
Dadurch erhalten wir das durch punktierte Linien angegebene 
Dreieck n' o' p'. Dieses erfüllt fünf der angegebenen Bedingungen, 
die sechste aber nicht, da p' nicht auf der von e zum Stabe ep 
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gezogenen Parallelen enthalten ist. Man kann sich unendlich 
viele Dreiecke n' o'p' konstruiert denken und unter ihnen muß 
auch das gesuchte Dreieck nop enthalten sein. Nach dem in 
Erinnerung gebrachten Satze liegen alle Punkte p' dieser Drei- 
ecke auf einer Geraden. Dies folgt indessen auch aus der Be- 
merkungy daß offenbar alle diese Dreiecke ähnUch sind und ähn- 
lich zueinander liegen. Für sie bildet der Schnittpunkt der Linien 
mn und do das Ähnhchkeitszentrum und auf einer von diesem 
Punkt ausgehenden Geraden müssen daher auch alle Eckpunkte 
p' enthalten sein* Man erhält diese Gerade als Verbindungs- 
linie des Ähnlichkeitszentrums mit dem Eckpunkte p' des zuerst 
gezeichneten Dreiecks. Der Punkt p des gesuchten Dreieckes 
wird nun ohne weiteres als Schnittpunkt der gezogenen Ver- 
bindungslinie mit der bereits bekannten Bichtungslinie ep ge- 
funden. Von da aus erhält man sofort auch die Punkte n und Oy 
sowie in der Verlängerung von np den Punkt q. Hiermit sind 
wir zu demselben Eesultate gelangt, das vorher unter Zuhilfe- 
nahme der Eitterschen Methode abgeleitet worden war. 

Schließlich muß noch einer wichtigen Verwendung der Ritter- 
sehen Methode gedacht werden. Bisher war nämlich immer nur 
von der Ermittelung der Stabspannungen die Bede, die zu einem, 
bestimmten, gegebenen Lastsjsteme gehören. Bei der Berechnung 
von Dachbindern kommt man damit freilich gewöhnlich aus, indem 
man außer auf gleichförmig verteilte senkrechte Lasten nur noch 
auf die Belastung durch Winddruck zu achten braucht. Diese 
erfordert zwar die Konstruktion weiterer Kräftepläne, die aber 
genau so wie in den vorhergehenden Fällen erfolgen kann. Anders 
ist es aber bei Brückenträgem. Die Lasten können hier auf sehr 
verschiedene Arten verteilt sein und man steht dann vor der Frage, 
bei welcher Lastverteilung die größte Spannung in einem bestimmten 
Stabe hervorgerufen wird. In diesem Falle braucht man sich in 
der Tat jeweilig nur um eine einzige Stabspannung zu kümmern, 
während die übrigen einstweilen gleichgültig sind. Das Bittersche 
Verfahren ist dann allein praktisch brauchbar. Man verfährt so, 
daß man zimächst nur eine Belastung des Trägers durch eine 
Einzellast ins Auge faßt. Nach dem Bitterschen Verfahren läßt 
sich schnell entscheiden, bei welchen Stellungen dieser Last Zug- 
oder Druckspannungen in dem betrachteten Stabe hervorgerufen 
werden. Dann weiß man, welche Stellen des Trägers möglichst 
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viel oder möglichst wenig belastet werden müssen, um die größte 
Zug- oder Druckspannung in dem Stabe hervorzubringen. 

Aufgaben. 

1, Aufgabe. Vier gleich lange Stangen sind an den Enden 
gelefücßrmig mOeinander verbunden; außerdem ist ein Diagonal- 
Stab d eingeschaltet (vgl. Abb. 18^). Man soll die Spannung in d 
ermitteln, wenn das Viereck längs der andern Diagonalen mit einer 
Kraft P sstisammengedrückt wird. In welcher Beziehung steht das 
VerhäUnis der Kräfte P und S^ au den Längen der Diagonalen 
im Ehombus? 

Lösung. Abb. 18^ gibt den Eräfteplan an, der zu der an- 
genommenen Belastung der Stangenverbindung gehört. Er konnte 
leicht als reziproker Eräfteplan eingerichtet werden. Man erkennt, 
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daS im Yorliegenden Falle der Eräffceplan zugleich der Figur der 
Stangenverbindung ähnlich ist. Freilich entsprechen sich die ähnlich 
liegenden Seiten in beiden Figuren nicht einander. Die Last P und 
die Spannung in d verhalten sich, wie aus dem Vergleiche beider 
Figuren hervorgeht, wie die beiden Bhombusdiagonalen zueinander. 

2. Aufgabe. Man soll den Kräfteplan fiJir den in Abb. 19^ 
gezeichneten Dachbinder "konstruieren. Die an den Knotenpunkten des 
Obergurtes angreifenden Lasten sind alle senkrecht und gleich groß. 

Lösung. In solchen Fällen wird man den Eräffceplan immer 
als reziproken einrichten. Ich will das Verfahren hier gleich so 
beschreiben, wie man es handhabt, wenn man schon eine gewisse 
Übung erlangt hat. Von früher her ist bekannt, daß man den 
reziproken Eräfteplan mit dem Eraftecke der äußeren Eräfte be- 
ginnen muß. Man zieht also eine Senkrechte, trägt die ftinf Eiioten- 
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punktlasten darauf ab, schreibt die Buchstaben & bis g^ den ita 
Binder bereits eingetragenen Bezeichnungen entsprechend, bei, halbiert 
die Strecke hg^ beachtet, daß nun jede der beiden Hälften einen 
Auflagerdruck bedeutet und schreibt dem Halbierungspunkte hiemach 
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den Buchstaben a bei. Die doppelt zu denkende Strecke hcdefgah 
bildet das Krafteck der äußeren Kräfte. 

Nun zieht man durch a eine Horizontale und bedenkt, daß 
auf dieser sämtliche Stabspannungen des Untergurtes übereinander 

von a aus abgeschnitten werden 
müssen, d. h. die den Polygonen 
Ä, k, HjP in der Binderfigur ent- 
sprechenden Punkte des Kräfte- 
planes müssen auf jener Hori- 
zontalen liegen. Ebenso zieht 
man sofort durch die Punkte &, 
>7vp c, d Parallelen zum linksseitigen 
und durch e, /, g Par&Uelen zutn 
rechtsseitige^ Obergurt des 
Binders. Auf diesen müssen die 
Punkte enthalten, sein, die den 
an den Obergutt angrenzenden 
Polygonen Ä, i, 7 uxl& m, o, jp 
des Binders entsprechen! Man 
braucht zwar diese ' Parallelen 
erst nach imd nach für die Konstruktion des Kräfteplanes; . es ist 
aber am vorteilhaftesten, sie alle gleich auf einmal zu ziehen, weil 
man damit Zeit und Mühe spart und auch größere . Genauigkeit 
erzielen kann, als wenn man jede später einzeln für sich zöge.. . 

Nachdem die Parallelen zu den Gurtstäben alle gezogen sind, 
sucht man den Punk^ h auf, der als Schnitt von zwei bereits Tör- 
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händenen- Linien gelunden wird, zieht dann der Beihe nach die 
Parallelen hi, ik^ kl usf., womit schnell alle Punkte des Kräfte- 
planes gefunden werden. Beim Ziehen dieser Linien braucht man 
übrigens nicht . mehr an die Konstruktion einer reziproken Figur 
zu denken. Es ist vielmehr besser, wenn man dabei den Kräfte- 
plan sofort als solchen, d. h. als Aneinanderreihung von Krafbecken 
auffaßt. Beim Auf-^ 
suchen des in Abb. 19^ 
mit h bezeichneten 
Punktes denke man 
also sofort an das 
Kräftedreieck ahh^ 
beim Aufsuchen Yon 
i an das Kräfteviereck 
bcih^ das dem gleich- 
bezeichneten Knoten- 
punkte des Binders 
entspricht und er- 
mittele hieraus das 
Vorzeichen der Stab- 
spannungen. -— Auch 
das Einschreiben der 
Bowschen Bezeich- 
nung der Polygone in 
die Binderfigur wird 
für den Ge&bten bald 
entbehrlich; man kann 
dann wieder zu der 
in anderer Hinsicht 
bequemeren Numerie- 
rung der Si&he über- 
gehen. Für die erste 

Einübung und solange man sich noch nicht recht sicher f&hlt, 
wird .aber die Bowsche Bezeichnung die besseren Dienste, tun. 

3. Aufgabe, Man 8oU den Kräfieplan für den dm'ch Wind- 
drudc einseitig belasteten Dachbinder in Abb, iiO^ zeidinen, 

Lösung. Zuerst sind die durch die Windbelastnng hervor- 
gerufenen Anflagerkräfte zu ermitteln. Li Abb. 20* ist angenommen, 
daß die zum beweglichen Auflager gehörige Dachseite belastet ist. 
Die Besultierende des Winddruckes geht durch den in der Mitte 
der Dachseite gelegenen Knotenpunkt und steht senkrecht zur 
Dadifläche. Mit dieser Resultierenden müssen die beiden Auf- 
lagerkräfte im Gleichgewicht stehen. Die Bichtungslinien aller 
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drei Kräfte müssen sich daher in einem Ponkii^ schneiden. Da im 
beweglichen Auflager (von der geringen rollenden Beibimg abgesehen) 
nur ein senkrecht zur Auflagerbahn stehender Auflagerdruck 
übertragen werden kann, findet man den Schnittpunkt S der drei 
Kräfte und hiermit auch die Eichtungslinie des im festen Auflager 
übertragenen Auflagerdruckes ohne weiteres. Nach dieser Vor- 
bereitung kann man 
mit der Konstruktion 
des Kräfteplanes in 
Abb. 20* sofort be- 
ginnen. Man trägt 
zuerst den ganzen 
Winddruck auf und 
zieht Parallelen zu den 
Bichtungslinien beider 
Auflagerkräfte. Dann 
teilt man den Wind- 
druck noch in die zu 
den drei Knoten- 
punkten gehörigen 
Teile dCy ch und bi 
ein. Dann bleibt nur 
noch übrig, die zum 
Binder reziproke Figur 
zu konstruieren, was 
genau so wie in den 
vorhergehenden Fällen 

ausgeführt werden 
kann. Dabei findet 
man, daß die Punkte 
g und h zusammen- 
fallen. Der Stab gh ist nämlich bei diesem Belastungsfalle spannungslos. 

4, Aufgabe, Basselhe für den FaU, daß die Windbelashmg 
auf die zum festen Auflager geMrige Bachseite entfäUt (Abb. 21^). 

Lösung. In bezug auf Windbelastung ist der Träger nicht 
symmetrisch, da sich die zum festen Auflager gehörige Dachseite 
anders verhält, als die jenseitige. Man muß daher in allen solchen 
Fällen zwei Kräftepläne konstruieren, um die ungünstigsten Stab- 
spannungen zu finden. Im übrigen ist aber das Verfahren genau 
so wie vorher; es bedarf daher zu Abb. 21* keiner besonderen 
Erläuterung. 

5. Aufgabe, An dem dmrch Abb, 22^ dargestellten Stangen- 
fünf ecke mit den sich ÜberJcreuzenden Diagonalstäben 6 wnd 7 greifen 
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die beiden Kräfte P aus Lasten an; man soll die Stahspanmingen 
ermitteln, 

Lösung. Man beginnt mit dem Knotenpunkte, in dem die 
Stäbe 1 und 2 zusammenstoßen, da an ihm nur zwei der Größe 
nach unbekannte Kräfte angreifen; dann geht man zum Ejioten- 
punkte 1, 5, 6 oder auch zu 2, 7, 3 über usf. Wünscht man, daß 
der Krafteplan ein reziproker wird, wie in Abb. 22^, so läßt sich 
dies auch leicht nach einigem Probieren erreichen. Im übrigen ist 
darauf in solchen Fällen nicht yiel Wert zu legen, da ein beliebig 
angeordneter anderer Kräfteplan die gleichen Dienste tut. — Eine 




Abb. 22 a. 
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einfache Begel fär die Konstruktion des reziproken SLräfteplanes 
läßt > sich im vorliegenden Falle deshalb nicht geben, weil nicht un- 
mittelbar klar JBt, wie man die Figur des Stabwerkes in Polygone 
zerlegen kann, so daß jede RichtungsHnie als gemeinschaftliche Seite 
in ^wei laneinander grenzenden Polygonen auftritt. Die Zerlegung 
ist freilich möglich; die Polygone greifen aber dann übereinander. 
Es sind die polygonalen Züge P, 1, 5, P und P, 2, 7, P, femer die 
geschlossenen Stabpolygone 1, 2, 3, 6; 3, 4, 7 und 4, 5, 6. 

Eine andere Lösung derselben Aufgabe ist in den Abb. 23 
dargestellt. Bei ihr ist angenommen, daß die sich überkreuzenden 
Stäbe 6 und 7 an der Kreuzungsstelle miteinander verbunden 

F0ppl: OiapbiBOhe Statik. 2. Aufl. 4 
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seien. Jeder von beiden Stäben zerfällt dann in zwei andere; man 
hat daher zwei unbekannte mehr, wof&r aber auch ein neuer 
Knotenpunkt hinzutritt, für den Gleichgewicht bestehen muB. So- 
lange dieser Knotenpunkt nicht durch äußere Kräfte belastet wird, 
ändert sich durch die Verbindung gar nichts an den Stabspannungen. 
Man bedenke nämlich, daß das Kraffceck aus den Stabspannungen 
6, 6V 7, 7' jedenfalls als Parallelogramm (hier als Bechteck) ge- 
zeichnet werden kann. Die Spannungen 6 und 6' sind daher nach 
GrößQ und Vorzeichen einander gleich und ebenso 7 und 7'. Es ist 
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Abb. 23 b. 



also in der Tat genau so, als wenn die Stäbe ohne Verbindung an- 
einander vorbeigingen. 

Bei dieser Fassung der Aufgabe läßt sich sofort nach ein- 
facher Begel ein reziproker Kräfteplan zeichnen, der freilich mit 
dem im Torigen. Falle nicht übereinstimmt, obschon natürlich die- 
selben Spannungen in ihm vorkommen. Man kann hier nämlich 
di^ Figur des Stabverbandes in Polygone zerlegen, die der gestellten 
Forderung genügen, ohne sich zu überdecken. Diese Polygone sind 
wieder nach Bow durch Buchstaben bezeichnet, während der Über- ( 
sichtlichkeit wegen zugleich die Stabnummem der vorigen Zeichnung 
beibehalten sind. Der Kräfteplan kann dann in Abb. 23^ sofort als' 
reziproke Figur des Stabverbandes hingezeichnet werden. — Zu- . 
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gleich ist noch zu beaishten, daß Abb. 23^ tfuch: als Eräfteplan zu 
Abb. 22^ angesehen werden kann. Zu dieser Figur isjt er aber 
nicht reziprok, da die Seiten 6 und 7 in ihm doppelt vertreten sind. 

6. Aufgabe. Abb. 24** (ß. 52) gibt eine StabverUndu/ng an, 
die aus der vorigen durch Hinzufügung eines Dreieckes entsteht. 
Man verwendet sie in dieser oder einer ähnlichen Farm zum Auf- 
baue von Kran- Gerüsten. Dementsprechend ist angenommen^ daß 
die tmteren Knotenpunkte auf einem festen Unterbaue oder einem 
WagengesteUe aufgelagert sind, wobei der sie vorher verbindende 
Staib als solcher fortfallen kann, da er schon durch den Unterbau 
ersetzt ist. An dem vorkragenden Ende ist eine in sonst beliebiger 
Bichtung gehende, aber in der Ebene des Stabverbandes liegende 
Last A angebraöht; man soll die dadurch hervorgebrachten Stab- 
Spannungen ermitteHn. 

Lösung. Der am linken Auflagerknotenpunkte übertragene 
Auflagerdruck kann, da von dort nur ein Stab ausgeht, nur in 
dessen Bichtung fallen. Man verlängert diese Bichtungslinie bis 
zum Schnittpunkte mit der Bichtungslinie der Last und zieht von 
da eine Verbindungslinie zum rechten Auflagerpunkte. Dadurch er- 
hält man, wie schon bei Aufg. 3, die Bichtung des Auf lagerdruckes B. 
(Der Schnittpunkt der drei Bichtungslinien ist, um Baum zu sparen, 
auf der Zeichnung nicht mehr enthalten.) Dann beginnt man den 
Eräfteplan mit dem Eraftecke ABO der drei äußeren Eräfbe. Von 
da aus kann er in derselben Weise weiter gezeichnet werden^ wie 
im vorigen Beispiele. 

Wenn A in lotrechter Bichtung geht, können B und C, die 
dann parallel zu A werdeui nicht mehr durch das Eräfbedreieck 
ABC ermittelt werden. Man berechnet sie dann am einfachsten mit 
Hilfe des Momentensatzes. Im übrigen wird aber dadurch an der 
Konstruktion des Eräfteplanes nichts geändert, denn daß die drei 
Seiten des Dreieckes ABC dann in eine Gerade fallen, hindert nicht, 
die Zeichnung, sobald nur die drei Eckpunkte des Dreieckes auf- 
getragen sind, in derselben Weise weiter zu führen, wie vorher. 

Schließlich möge noch darauf hingewiesen werden, daß bei 
einem Krane außer den Stabspannungen auch noch Seilspannungen 
vorkommen. Von dem Knotenpunkte, an dem die Last A an- 
gebracht ist, möge etwa ein Seil oder eine Kette längs des Stabes 
gc und von dessen Endpunkt über eine Leitrolle längs der Stäbe df 
und eb herabgeführt werden. Die Seilspannungen sind aus der Be- 
rechnung der Windevorrichtung jedenfedls bekannt. Man bedenke 
dann, daß die durch den Kräfteplan ermittelten Spannungen 
die algebraische Summe aus Seilspannung und Stabspannung' an* 
geben. Greht also das Seil neb^n einem gezogenen Stabe wie ge. 

4* 
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entlang, so bewirkt die Seüspannnng eine ihr gleidie Entlastuiig 
des Stabes, während die Spannung eines gedruckten Stabes, wie df 




Abb. 24a und 24b. 



oder 2)e, um diesen Betrag vergrößert wird. — Anstatt dessen kann 
man sich natärlich auch das Seil ganz entfernt denken imd dafttr 
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die auf die Bollen ?on ihm übertragenen Kräfte als Lasten am 
Stabverbande anbringen. Die vorher angestellte Überlegung fOhrt 
aber gewöhnlich schneller zum Ziele. 

7. Aufgabe. Man soll ßr dm in Abb. 26^ dargestdUm 
Stäbverband, an dem sk^ die äußeren Kräfte Pp P,, P, tm Gleich' 
gewichte haUen, den Kräfleplan konstruieren. 

Lösung. Hier ist 
wieder eine „schlichte'^ Zer- 
legung der Figur in Poly- 
gone möglich, d. h. eine 
Zerlegung in Polygone, die 
nebeneinander liegen, ohne 
sich zu überdecken. Daher 
kann auch ein reziproker 

Exilft^lan ohne mehr 
Schwierigkeit als ein anderer 
gezeichnet werden. Eine 
Schwierigkeit besteht jedoch 
für die Konstruktion des 
Kräfteplanes, ohne Bücksicht 
auf dessen besondere An- 
ordnung. An jedem Knoten- 
punkte greifen nämlich min- 
destens drei Stabspannungen 
an; man kann daher den 
Kräfbeplan nicht in der ge- 
wöhnlichen Weise beginnen. 
Auch wenn man den Kräfte- 
plan nicht vom mechanischen 
Gesichtspunkte aus betrach- 
tet, sondern ihn als reziproke 
Figur rein geometrisch auf- 
faßt, bleibt die Schwierig- 
keit bestehen, da keines der 
Stabpolygone an zwei der zu den äußeren Kräften gehörigen Poly- 
gonzüge a, b, c angrenzt. Der zugehörige Punkt des Kräfteplanes 
kann daher nicht als Schnitt von zwei Parallelen aufgefunden werden. 

Dagegen kann die Bittersche Methode ohne weiteres angewendet 
werden, da sich ein Schnitt öö legen läßt, der nur drei, nicht 
durch denselben Punkt gehende Stäbe trifft. Hat man auf diese 
Weise die Spannung des unteren horizontalen Stabes 1 gefunden, 
so steht der weiteren Konstruktion des Ejräfteplanes auf dem ge- 
wöhnlichen Wege kein Hindernis mehr im Wege. 




Abb. 26 a und 25 b. 
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Anstatt dessen fQhrt hier auch eine andere Überlegung sehr ein- 
fach zum Ziele. Man bedenke nämlich, daß die Stäbe 2, 3, 4, 
5, 6 für sich genommen eine unverschiebliche Figur bilden, die im 
ganzen Verbände n^ die Aufgabe hat, die Angriffspimkte der 
Kräfte P^ und P^ miteinander zu Verbinden. Dies könnte ebenso- 
gut auch durch einen einzigen Stab geschehen, dessen Bichtungii- 
linie gestrichelt eingetragen ist, ohne daß sich dadurch fOr die 
übrige Stäbe etwas änderte. Das Gleiche gilt f&r das wi£ der 
rechten Seite aus den Stäben 7, 8, 9, 10, 11 zusammengestellte 
Stabviereck. Man beginne also den Kräfteplan in Abb. 25^ zu- 
nächst wie gewöhnlich mit dem Kraftecke abc fCbr die äußeren 
Kräfte. Dann konstruiere man den Punkt d unter der Voraus- 
setzung, daß die vorerwähnten beiden Stabyierecke durch einfache 
Stäbe ersetzt seien, so daß der Stabverband nur noch aus. drei 
Stäben bestehe. Dies geschieht durch Ziehen der drei Paralleleu 
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Abb. 26. 



von a, bj c aus, die sich von selbst in einem Punkte schneiden 
müssen. Damit hat man schon die Spannung ad des Stabes 1. 
Die Linien cd und bd geben die Kräfte an, die von den beiden 
Stabvierecken aufgenommen werden müssen. Diese können dann 
genau wieder so in die einzelnen Stabspannungen zerlegt werden, 
wie es im gleichen Falle bei Aufgabe 1 geschehen war. — Die 
Stäbe 4 und 9 sind gedrückt, alle übrigen gezogen. 

8, Aufgabe. IHlr den in Abb. 26 geeeiehneten Dachbinder 
soU die Spanntmg des mU 1 bezeichneten mittelsten Stabes der Unter- 
gurtung na(^ der Eitterschen Methode berechnet werden, wenn jeder 
KnotenpmM des Obergurtes die senkrechte Last P trägt. Nachher 
ebenso die Stabspannung von 2. 

Lösung, Man lege den Schnitt <rtf; der Momentenpunkt för 
.Stab 1 ist der Firstknotenpunkt. Der Auflagerdruck ist SyP, 
sein Hebelarm 6 a. Die Summe der Momente der äußeren Kräfte 
links vom Schnitte für den Momentenpunkt ist 



Aufgaben. 
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b^P^a-'P'6a — P*4:a — P* 3a - P. 2a — Pa == + 18Pa. 

Ebenso groß, aber von entgegengesetztem Vorzeichen muß das 
Moment der Stabspannung S^ des Stabes 1 sein. Daraus folgt 
zunächst, daß 8^ eine Zugspannung ist. Die Größe beträgt 

um auch S^ zu erhalten, lege man den Schnitt rr, der freilich 
außer 2 noch drei andere Stäbe trifft. Unter diesen ist aber der 
Stab 1, dessen Spannung man schon kennt. Als Momentenpunkt 
für Stab 2 ist daiier der Schnittpunkt der beiden anderen Stab- 
richtungen zu wählen. Für die äußeren Kräfte links vom Schnitte 
erhält man die Momentensumme 



5^P-3a — P. 2a — Pa 



13,5 Pa. 



Dazu kommt das im negativen Sinne drehende Moment von 
iS^, das für wegen des auf die Hälfte verminderten Hebelarmes 
nur noch 9Pa beträgt. Das Moment von 8^ muß hiemach 
— 4,5 Pa betragen. Demnach ist auch der Stab 2 gezogen. Da der 

TL 

Hebelarm von 2 ebenso groß als der von 1, also gleich — ist, 



2 



findet man 



Ä, = 4,5 Pa : 



2 



9Pa 
h ' 



d. h. die Spannung von 2 ist halb so groß als die von 1. 

In der Abb. 26 
sind der besseren 
Übersicht wegen 

die links vom 
Schnitte rr liegen- 
den Teile stark, 
die links von aa 
liegenden schwä- 
chwund die rechts 
davon liegenden 
gestrichelt aus- 
gezogen. 

9. Aufgabe. 
In Abb. 27 ist das Gerüst für einen sogen. Berrick-Kran in achsano- 
metrischer Zeichnung angegeben. Auf der horizontalen Ebene EE 
sind die Stäbe 1 und 2 und die senkrechte Kransäule befestigt. Der 
Ausleger A kann sich mü der Kransäule um deren senkrechte Achse 
drehen. Bei irgend einer SteUuhg des Auslegers trägt dieser an 




Abb. 27. 
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sdnem Ende eine Last $, deren Bichtungslime in der Ebene von A 
enÜidUen sein muß (weü sonst eine Drehung von Ä eintreten würdet 




Abb. 28 a. 




\ 



\ 



Abb. 28 b. 



in dieser Ebene aber beliebig gerichtet sein kann. Man soll die 
Spannungen der Stäbe 1 und 2 ermitteln. 

Lösung. Am Ausleger greifen drei Kräfte an: die Last $, 
der Auflagerdruck am unteren Ende der Kransäule und die Resul- 
tierende der Stabspannungen 1 und 2 am oberen Ende. Damit 
Gleichgewicht bestehen kann, müssen sich die Bidittmgslinien der 
drei Kräfte in einem Punkte schneiden. Von $ ist die Bichtimgs- 
linie bereits gegeben. Die Eesultierende der Stabspannungen 1 
und 2 muß einerseits in die durch 1 und 2 gelegte Ebene, anderer- 
seits in die Ebene A fallen; sie liegt daher in der Schnittlinie 
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beider Ebenen. Diese erhält man als Verbindungslinie des Schnitt- 
punktes B £ier Horizontalspuren beider Ebenen mit dem oberen 
Endpunkte der Eransäule. Der Schnitt dieser Linie mit der 
Richtung von $ liefert den Pimkt C, in dem sich die drei Kraft- 
richtungslinien treffen und die Verbindungslinie von mit dem 
unteren Endpunkte der Eransäule gibt daher die Richtung des 
Auflagerdruckes an diesem Endpunkte an 

Nach diesen Vorbemerkungen kann die Erftftezerlegung leicht 
ausgeführt werden. In Abb. 28* ist das Erangerüst in Grundriß 
und AufriB gezeichnet und Punkt C im Aufrisse konstruiert Dann 
wird im Eräfteplane, Abb. 28^, zuerst das Er&ftedreieck aus P, 
dem Auflagerdrucke und der Resultierenden aus 1 und 2 gezeichnet, 
das sich im Grundrisse auf eine Gerade, projiziert. Es bleibt nur 
noch übrig, die Resultierende aus 1 und 2 nach diesen beiden 
Richtungslinien zu zerlegen. Nachträglich kann man von dieser 
Resultierenden ganz absehen und den Eräffceplan als ein Kräfte- 
yiereck fEb: den Auflagerdruck, die Last $ und die beiden Stab- 
spannungen ansehen, die sämtlich am Ausleger angreifen. Dem- 
entsprechend sind die Pfeile in Abb. 28^ eingetragen. Stab 1 ist gezogen 
und Stab 2 gedrückt. Die Größe der Stabspannungen ergibt sich 
durch Ermittelung der wahren Längen der Erafbeckseiten 1 und 2. 

Man bemerkt übrigens, daß der Auflagerdruck bei der an- 
genommenen Auslegerstellung und Belastung an der Kransäule schief 
nach abwärts gerichtet ist. Die Kransäule drückt daher das Lager 
schief nach aufwärts. Sofern nicht das Eigengewicht der Kran- 
säule bereits ausreicht, ,um ein Abheben zu verhüten, muß man daher 
die Lagerung, wenn solche Belastungsfälle vorkommen können, so 
einrichten^ daß sie ein Abheben unmöglich macht. — Die Kransäule 
wird auf Biegung in Anspruch genommen und ist dementsprechend 
zu berechnen. 

10. Aufgabe, In Abb, ^9^ ist ein aus 6 Stäben gebildetes 
räumliches Stahgerüst im Aufriß, in Abb. 29^ im Grundriß und in 
Abb. 30 in axanometrischer Ansicht dargestellt An den Knoten- 
punkten I und II greifen Lasten van je 3000 leg an. Man soll 
die dadwrch hervorgerufenen Stabspannungen ermitteln. 

Lösung. Die Last P am Knotenptmkt II kann ohne weiteres 
nach dem Gulinannschen Verfahren nach den Richtungen der Stäbe 
4, 5, 6 zerlegt werden. Zu diesem Zwecke ist durch P und 4 
eine Ebene gelegt und durch 5 und 6 eine andere und die im Auf- 
risse durch eine strichpunktierte Linie angegebene Schnittgerade 
beider Ebenen ermittelt. Abb. 31* gibt den Aufriß des zur Zer- 
legung gehörigen Kräfteplans an. An P *— 3000 kg ist imten eine 
Parallele zu Stab 4, oben eine Parallele zur Schnittgeraden ange- 



58 ^ster Abschnitt. Znaammensetzniig nnd Zerleg^g der E^fte asw. 

tragen. Im Orundrisse Abb. 31^ eiscbeint dieses Erältedreieck als 
gei^e Linie 4, indem sich P als Punkt projiziert. Parallelen zu 
5 und 6 im AuMß und Orundriß vervollstfindigen den zum Knoten- 
punkt II gehörigen Eräfteplan. 

Dann kann der Eräfteplan für Knotenpunkt I in Abb. 32* 
(Aufriß) und 32^ (Grundriß) gezeichnet werden. Man beginnt da- 



'3000 




Abb. 20 a und 20 b. 



Abb. Bla u. 31b. Abb. a2a u. 32 b. 

mit, die Besultierende B aus den bereits bekannten Kräften P und 4 im 
Aufrisse zu bilden. Diese ist dann nach den Stabrichtungen 1, 2, 3 
zu zerlegen. Man legt im Stabgerüst eine Ebene durch B und 1 (das 
ist eine Lotebene) und eine andere durch 2 und 3. Die Schnittlinie 
beider Ebenen geht parallel zum AuMß und ist darin wieder durch 
eine strichpunktierte Linie dargestellt. Im AuMß des Kräfteplans 
reiht man an B Parallelen zu 1 und zur Schnittgdraden, worauf das 
Dreieck aus dieser und den Parallelen zu 2 und 3 folgt. Im Grund- 
riß projiziert sich P als Punkt und 1, 4 und B fallen auf eine zur 
Aufrißebene parallele Gerade, aus der nur 2 und 3 heraustreten. 
Trägt man in den Aufrissen der Kräftepläne die Pfeile, mit 
dem von P beginnend, so ein, daß sie stetig aufeinanderfolgen, und über- 
trägt die so bestimmten Pfeile auf die Bichtungslinien der Stäbe im Auf- 
risse des Stabgerüsts, so bemerkt man, daß alle Pfeile auf den Knoten- 
punkt I oder n zu gerichtet sind. Alle Stäbe sind daher gedrückt. 
Nachdem man von den Strecken, durch die 5, 6, 2, 3 in den Kräfte- 
plänen dargestellt sind, noch die wahren Längen bestimmt hat, erhält 
man die Spannungen der Stäbe 1, 2, 3 usf. der Reihe nach zu 
2850; 650; 850; 1500; 2100 und 2650 kg Druck. 



Zweiter Abschnitt. 

Das Seflpolygon oder SeQeck. 

§ 10. Ztisammeiuieteimg Ton KriUten in der Ebene mit Hilfe 

des Beileokes. 

In Abb. 33* seien die Kräfte ^^ und $, gegeben. Man 
findet ihre Besultierende % falls sie nicht parallel sind, am 
einfachsten durch Aufsuchen des Schnittpunktes A ihrer Bich- 
tungslinien; Konstruktion des Kraftedreieckes $i$29l in Abb. 33^ 
und Ziehen einer Parallelen zu 9fl durch A. Schon wenn der 
Schnittpunkt A weit wegfällt, ist dieses Verfahren aber nicht 
mehr anwendbar. Man fügt dann zwei neue Kräfte % und %' 
hinzu, vereinigt % mit ^^ zu @i, dies mit $, zu @a und sohließ- 
liob @, mit %' zu 9t. Mit Hilfe des Kräfteplanes in Abb. 33^ 
kann dies leicht ausgeführt werden. 





Abb. 8S«. 



Abb. SSb. 



Der Linienzug 3;©x®a ^ ^^^* 33* wird ein Seilpolygon 
(oder Seileck, auch Seilzug) genannt, weil ein Seil von dieser 
Gestalt unter den Lasten ^^ und $, ^ Oleichgewichte bleibt, 
wenn die beiden Enden mit Kräften von der Größe % und ©, 
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angespannt werden. Die Spannung des mittleren Seilstüokes 
ist gleich @i. Für ein Seil hat freilich @i keinen eindeutig be- 
stimmten Pfeil, da dieser am Knotenpunkte X$x@i entgegen* 
gesetzt zu nehmen ist, wie am andern Knotenpunkte @i$2®2- 
Ebenso wäre auch der Pfeil der von außen her am letzten Seil- 
stücke anzubringenden Kraft ©, entgegengesetzt dem in Abb. 33^ 
eingetragenen zu wählen. Gewöhnlich denkt man aber bei der 
Benutzung des Seileckes gar nicht an ein wirkliches Seil, das die 
Lasten $ aufzunehmen hätte, sondern man benutzt es nur zur 
Kräftezusammensetzung, l^ie anschauliche Bezeichnung be- 
hält man trotzdem bei; man muß nur beachten, daß den „Seil- 
Spannungen*' %, @i, @2 ^ diesem Falle eindeutig bestimmte Pfeile 
zukommen, nämUch jene, die aus dem Kräfteplane hervorgehen. 

Abb. 33^ gibt an, wie die Kräfte, die man zusanmiensetzen 
soU, zueinander liegen. Man nennt daher diese Figur auch den 
„Lageplan'' im Gegensatze zum „Kräfteplan" Abb. 33^. Beide 
Pläne sind reziproke Figuren. 

Man kann sich die eine Figur willkürlich hingezeichnet denken 
und nachträglich die andere so konstruieren, dsiß sie zu ihr paßt. 
Hat man Abb. 33^ beliebig angenommen, so kann man in Abb. 33^ 
eine Seite, etwa $i, noch in beliebiger Größe (aber in der vor- 
geschriebenen Bichtong) wählen, von den Endpunkten Parallelen zu €| 
und X (oder Z') ziehen und dann Parallelen zu ^ und @| anreihen. 
Die letzte Linie 9t ergibt sich aber dann als Verbindungslinie der 
beiden bereits vorhandenen Endpunkte. Jedenfalls muß sie aber, wenn 
sie so gezogen wird, von selbst in die ihr durch die reziproke 
Figur vorgeschriebene Richtung fallen. Dasselbe trifft zu, wenn 
man zuerst Abb. 33^ willkürlich annimmt und dann Abb. 33* dazu 
konstruiert: in jedem Fi^Ue ist die letzte Linie, die man zu ziehen 
hat, schon als Verbindungslinie von zwei Punkten bestimmt und 
zugleich muß sie der ihr in der reziproken Figur zugehörigen 
parallel gehen. 

Diese Eigenschaft kann zunächst als eine willkommene Ge- 
legenheit zur Prüfung der Genauigkeit der Zeichnung betrachtet 
werden. Man bemerkt aber zugleich, daß sie eine rein geometrische 
Eigenschaft beider Figuren darstellt, da sie auch noch gültig bleibt, 
wenn man ganz von der mechanischen Bedeutung, die wir den 
Figuren gaben, absieht Der Beweis beruht zwar auf dieser 
Deutung; die dadurch herausgefundene geometrische Gesetzmäßigkeit 
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ist mber toh üir imabh&Dgig. Wir kihmen sie in dem Satie aus* 
sprechen: Laufen in xwei Tollst&ndigen Yiereoken fünf 
Seiten (oder Diagonalen) paarweise parallel, so trifft 
dies auch für das letzte Paar zu. 

Der Schmttpmikt Ä in Abb. 33^ kann auch ins Unend* 
liehe rücken, d. h. die beiden Kräfte ^ und $, können parallel 
sein, ohne daß dadurch an dem besprochenen Verfahren, üoch 
an dem daraus soeben abgeleiteten Satze etwas geändert würde. 
Drei Eckpunkte und drei Seiten des Eräfteplanes in Abb. 83^ 
fallen dann in eine Gerade. — Außerdem sieht man auch leicht 
ein, daß mehr als zwei Kräfte $ in derselben Weise zusammen- 
gesetzt werden können, wie hier die beiden. Das Seilpolygon 
erhält dann nur entsprechend mehr Seiten und im Kräfteplane 
gehen aUe dazu parallel gezogenen „Folstrahlen" dutch den- 
selben Funkt wie jetzt schon %, ©^ und @,. Dieser Punkt 
wird der Pol des Kräfteplanes genannt. In jedem Falle 
gehtdieBesultierende aller $ in Abb. 88* durch den 
Schnittpunkt der letzten Seilspannung mit der Bichtungslinie 
vonX' oder, wie wir auch sagen können, durch den Schnitt- 
punkt der äußersten Seilpolygonseiten. 

§ 11, Seileoke m Teradhiedenen Polen. 

Zu gegebenen Kräften $ kann man beliebig viele Seileoke 
zeichnen. Wir wollen uns irgend zwei gezogen und die ihnen ent- 
sprechenden Kräftepläne aufeinander gelegt denken, so daß sie 
die Seiten $ (und daher auch 9t) gemeinsam haben. Man kann 
dann sagen, daß sich beide Kräftepläne nur durch eine ver- 
schiedene Wahl des Poles voneinander unterscheiden. Mit 
ändern sich auch die Bichtungen aller von ihm ausgehenden 
Polstrahlen. Wie nun auch die zu beiden Kräfteplänen gehö- 
rigen Seilpolygone im übrigen gezogen sein mögen: auf jeden 
FaU besteht zwischen ihnen eine beachtenswerte geometrische 
Beziehung. Die Schnittpunkte entsprechender 
Seil strahlen (oder Seileckseiten) liegen 
nämlich auf einer Geraden und diese Ge- 
rade geht parallel zur Verbindungslinie 
beider Pole im Kräfteplane. 
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Der Satz gilt für zwei zu beliebig vielen Kräften $ konstru- 
ierte Seilecke. In der nachstehenden Abbildung sind zwar nur 
zwei Kräfte $ angenommen^ aber die nachfolgenden Betrach- 
tungen gelten unverändert auch für den Fall, daß die Seilecke 
beliebig viele Kräfte $ miteinander verbinden. Der Lageplan in 
Abb. 34* gibt die beiden Seilpolygone % ©j, ©j und %*, Q^^, 
©2* und Abb. 34^ die zugehörigen Kräftepläne mit den Polen O 
und 0* an. Man suche zunächst die Schnittpunkte A von Z 
und %* und JB von ©^ und ©i* in Abb. 34* auf und verbinde 
beide durch eine Gerade. Dann muß nach der Behauptung des 
Satzes auf dieser Geraden auch der Schnittpunkt C von ©^ 
und ©2* liegen. 

Um den Beweis zu führen, beachte man» daß die Anfangs- 
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Abb. Ma. 




Abb. 84b/ 



Spannung %* des einen Seilpolygons aus der Anfangsspannung X 
des andern dadurch erhalten werden kann, daß man eine neue 
Kraft zufügt, die wir mit St bezeichnen wollen. Nach Größe und 
Bichtung findet man fi aus einem Kräftedreiecke, in dem X 
und %* die andern beiden Seiten bilden. Im Kräfteplane Abb. 34b 
ist dieses Dreieck schon von vornherein vorhanden und die 
dritte Seite 0*0 gibt daher die Kraft ft an. Im Lageplan muß 
j{ durch den Schnittpunkt A von % und %* gehen. 

Nun betrachte man irgend zwei andere entsprechende 
Seileokseiten, also etwa ©, und ©2*. Hiervon ist ©2'*' die Besul- 
tierende der links davon liegenden Kräfte %*, $|, $2 ^^ skußb 
von Z, ^, $1, $2* Andererseits ist aber auch ©2 die Besultierende 
vonX, $1» $2 ^^^ wenn man beide Aussagen miteinander ver- 
gleicht, folgt, daß ©2* auch die Besultierende von ©2 und St ist. 



§ 12. Zerlegung panJleler Kräfte nach zwei BichtangBlinien. gg 

Hiemaoh muß sich B^* mit @2 ^^' ^^^ Bichtungslinie von A 
schneiden. Wir sahen aber vorher, daß die Bichtungslinie von 
^ eine durch den Punkt A parallel za 0*0 gezogene Gerade 
war. Auf dieser müssen sich daher auch@2* niit@2 ^^^ überhaupt 
je zwei einander entsprechende Seileckseiten schneiden, womit 
der Satz bewiesen ist. ** 

Man macht von diesem Satze mit Vorteil Gebrauch, wenn 
man genötigt ist, zu gegebenen Lasten nacheinander mehrere Seil- 
poljgone zu konstruieren» Dies kommt, wie man später sehen wird, 
namentlich bei der Konstruktion der Drucklinien von Gewölben 
vor. Man erspart dann, nachdem ein Seilpolygon gezeichnet ist, 
bei den übrigen das Ziehen der Parallelen zu den Polstrahlen im 
Krfiftq>lane, das mühsamer ist als das Ziehen von Verbindungs- 
linien nach den Schnittpunkten der Seilstrahlen des ersten Seil- 
eckes mit der zu 00* parallelen Linie. 

§ 12. Zerlegung von SriUten nach parallelen BioÜtnngslinien« 

Eine gegebene Kraft $ läßt sich in eindeutiger Weise nach 
zwei zu ihr parallelen Bichtungslinien zerlegen, die mit ihr 
in derselben Ebene liegen. Man kann diese Aufgabe als einen 
Sonderfall der schon in § 2 behandelten Aufgabe ansehen, eine 
Kraft nach zwei Bichtungslinien zu zerlegen, die sich mit ihr 
in einem Punkte schneiden und mit ihr in derselben Ebene 
liegen. Der gemeinsame Schnittpunkt ist hier nur ins Unendliche 
gerückt. Mit Hilfe eines Kräftedreieckes läßt sich die Aufgabe 
freilich nicht mehr lösen. Am einfachsten führt gewöhnlich die 
Anwendung des Momentensatzes zum Ziele. Man bedenke, 
daß die geometrische Summe beider Kräfte gleich der gegebenen 
sein muß und daß beide für einen auf der Bichtungslinie der 
gegebenen liegenden Momentenpunkt gleich große und ent- 
gegengesetzt gerichtete Momente haben müssen. Liegen die 
vorgeschriebenen Bichtungslinien zu verschiedenen Seiten der 
gegebenen Kraft % so sind beide gesuchten Kräfte gleich- 
gerichtet mit $ und sie teilen sich in die Größe von $ im um- 
gekehrten Verhaltnisse ihrer Abstände von $. Im andern Falle 
ist did $ zunächst liegende Kraft mit ihr gleichgerichtet und 
größer als % die andere entgegengesetzt gerichtet und gleich 
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dem Unterschiede der vorigen. Dabei verhalten sich auch hier 
die Größen beider Kräfte umgekehrt wie ihre Abstände von ^. 
Aus der Verbindmig beider Bedingungen folgt sofort die Lösung 
der Aufgabe. — Sollen die gesuchten Kräfte mit der gegebenen 
im Gleichgewichte stehen, so kehren sich natürUch ihre Pfeile 
gegenüber dein vorher angegebenen um. 

Wenn es sich nur um die Zerlegung einer einzigen Kraft 
nach gegebenen parallelen Bichtungslinien handelt, wird man 
kaum von dem soeben besprochenen Verfahren abgehen. In 
andern Fällen kann aber die Lösung mit Hilfe des Seilpolygons, 
die ich jetzt, und zwar zunächst für die Zerlegung einer einzigen 

Kraft geben werde, mit 
Vorteil benutzt werden. 
In Abb. 35* sei ^ die 
Kraft, die nach den 
Bichtungslinien 1 und 2 
zerlegt werden soll. Man 
ziehe die Bichtungslinien 
3, 4, 5 sonst beliebig, 
aber so, daß die Ecken 
des von ihnen gebildeten Dreieckes auf den gegebenen Geraden 
liegen. Dann sehe man den Linienzug 3, 4, 5 als ein Seüpolygon 
an, mit dessen Hilfe sich die längs 1 und 2 wirkenden gesuchten 
Kräfte wieder zu ihrer Besultierenden $ vereinigen ließen. 
Zu diesem Seilpolygone läßt sich der Kräfteplan in Abb. 35^ 
ohne weiteres zeichnen, indem man $ im Maßstabe abträgt 
und durch Ziehen der Parallelen zu 3 und 5 den Pol auf- 
sucht. Eine Parallele von zu 4 schneidet dann auf $ die 
beiden gesuchten Kräfte 1 und 2 ab. Der Beweis folgt daraus, 
daß in der Tat. zwei Kräfte von dieser Größe längs 1 und\2 mit 
Hilfe des Seilpolygons zur Besultierenden $ vereinigt werden 
können. 

Liegen 1 und 2 auf derselben: Seite von % so ändert sich 
die Figur so ab, wie es in Abb. 36^ und 36^ angegeben ist; das 
Verfahren bleibt aber sonst dasselbe.^ Die Kraft 2 ist gldch- 
gerichtet mit $ und 1 entgegengesetzt gelichtet. Sollen die 
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Kräfte 1 tmd 2 mit $ Gleichgewicht halten, ao sind ihre Pfeile 
umgekehrt zu nehmen. 

Für einen Balken, der an zwei Stellen nnterstutzt ist und 
eine Einzellast !ß trägt, kann man nach diesem Verfahren die 
Auflagerkräfte ermitteln. Vorausgesetzt wird dabei, daß die Auf- 
lagenmg des Balkena so e 
folgt, daß unter senkrechten "^ 
Lasten auch nur senkrecht 
gerichtete Auflagerkräfte 
übertragen werden können. 
Trägt der Balken eine be- 
hebige Zahl senkrecht gerich- 
teter Lasten, so kann man """ ""' ""''' ""' 
diese erst zu einer Besultierenden vereinigen und diese nach 
den beiden Auflagervertikalen zerlegen. Die Zusammensetzung 
zur Resultierenden bewirkt man ebenfalls mit Hilfe des Seil- 
polygons, wie dies bereits näher auseinandergesetzt wurde. 

In Abb. 37' und 37'' ist dies aosgefuhrt. Man trägt in 
Abb. S?** die Lasten 1, 2, 3, 4 auf einer Lastlinie mit aufeinander- 
folgenden Pfeilen im Maß- 
stäbe auf, wählt einen ba- 
hebigen Pol und zieht die 
Polstrahlen. Zu diesen werden 
in Abb. 37' die Seilstrahlen 
parallel gezogen. Der Schnitt- 
punkt E der äußersten Seil- 
strahlen liefert einen Punkt 
der Besultierenden 9). Diese 
wird dann so wie in Abb. 35 
in die Auflagerkräfte A und B 

zerlegt. Den Linien 3 und 5 in Abb. 35 entsprechen hier bereits 
die äußersten Seilstrahlen; man braucht daher nur noch die 
Verbindungslinie CD der Schnittpunkte der äußersten Seil- 
strahlen mit den Auflageryertikalen zu ziehen, nm die mit 4 in 
Abb. 35 bezeichnete Linie zu erhalten. Eine Parallele zu dieser 
im Kräfteplane vom Pole aus schneidet daher, wie schon 
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früher gezeigt wurde, auf der Lastlinie die Auflagerkräfte A 
und -B ab. — Zugleich erkennt man, daß zur wirklichen Aus- 
führung der Konstruktion die Ermittlung der Bichtungslinie 
von 91 in Abb. 37* ganz entbehrlich ist; Sie wurde nur zur Zurück- 
führung der hier behandelten Aufgabe auf die frühere, also zum 
Beweise, aber nicht zur Aufsuchung von CD imd zur Ennittlung 
von A und B im Kräfteplane gebraucht. Bei der Anwendung 
des Verfahrens läßt man daher die Linie 9t, die deshalb auch 
nur gestrichelt angegeben wurde, ganz fort. 

Man kann dieses Verfahren auch noch auf andere Art be- 
gründen, ohne auf die in Abb. 35 ausgeführte Kräftezerlegung 
zurückzugreifen. Dazu bedenke man, daß die Lasten 1, 2 usf. 
mit den beiden Auflagerkräften jedenfalls ein Gleichgewichts- 
system bilden. Fügt man nun zu Kräften, die im Gleichgewichte 
stehen, eine neue Kraft % willkürlich zu, vereinigt diese mit 
der ersten zu einer Eesultierenden @i, diese mit der folgenden 
zu ©2 usf., so muß, wenn alle gegebenen Kräfte zusammen- 
gesetzt sind, die letzte Eesultierende wieder mit % nach Lage, 
Eichtung und Größe übereinstimmen. Denn wenn alle Kräfte, 
die mit % zusammengesetzt waren, im Gleichgewichte mit- 
einander stehen, muß ihre Vereinigung mit % auf % selbst wieder 
zurückführen. Mit andern Worten heißt dies, daß das zu 
einem Gleichge wich t s sy s t em e von Kräften 
konstruierte S eileck ein geschlossenes Poly- 
gon bilden muß. 

Wenden wir diese Überlegung auf Abb. 37 an, so finden 
wir, daß dort die durch die Wahl des Poles näher bestimmte 
Kraft % der Eeihe nach mit den Lasten 1, 2 . , . vereinigt war. 
Ziehen wir nun noch die Auflagerkräfte A und B in das Seil- 
polygen herein, so muß die letzte Eesultierende wieder % ergeben. 
Die Eesultierende aus der vorher letzten Seilspannung mit dem 
Auflagerdrucke B muß aber durch den Schnittpunkt D gehen, 
und damit sich diese Eesultierende mit A wieder zu % ver- 
einigeü kann, muß sie auch durch den Schnittpunkt C gehen. 
Die -Bichtungslinie dieser Eesultierenden ist daher durch die 
Verbindungslinie CD bestimmt, d. h. CD ist die letzte Seite 
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des zu dem Gleichgewichtssysteme gehörigen geschlossenen 
Seileckes. Man bezeichnet daher diese Linie auch als die 
S chluß seit e. 

Die Beschreibung des ganzen Verfahrens läßt sich hiemach 
in die einfache Vorschrift zusammenfassen: Manverei n i g e 
alle Lasten durc.h ein Seileck, trage die durch 
die Schnittpunkte der äußersten Seileck- 
seiten mit den Auf lager kr af triebt ungen 
gehende Schlußlinie ein und ziehe zudieser 
vom Pole des Kräfte planes aus eine Parallele; 
diese schneidet dann auf der Lastlinie:die 
beidenAuflagerkräfteab. 

§ 13. Die Seilknrven. 

Die vorausgehenden Betrachtungen sind nur so lange an- 
wendbar, als es sich um die Zusammensetzung einer endlichen 
Anzahl von Einzelkräften handelt. Es kommt aber auch häufig 
vor, daß z. B. ein Balken eine stetig verteilte Belastung trägt. 
Man spricht dann von der Belastungsintensität 
oder der Belastungsdichte an einer bestimmten Stelle. 
Ist die Belastung an dieser Stelle auf eine gewisse Strecke hin 
gleichförmig verteilt, so versteht man unter der Belastungsdichte 
jene Belastung, die auf die Längeneinheit kommt, d. h. also 
jenen Wert, der durch Multiphkation mit der Länge der Strecke 
die zugehörige Belastung Uefert. Bei ungleichförmiger Verteilung 
ist jener Wert darunter zu verstehen, der durch Multiplikation 
mit einem Längenelemente des Balkens die Belastung dieses 
Längenelementes angibt. Es ist dies zugleich die auf die Längen- 
einheit bezogene durchschnittliche Belastung des Längenelementes. 

Trägt man in einer Zeichnung des Balkens über jedem 
Funkte der Mittellinie die Belastungsdichte in einem beliebig 
gewählten Maßstabe ab, so erhält man durch Verbinden der 
Endpunkte die Belastungslinie, die mit der Mittellinie 
selbst und den beiden Endvertikalen die Belastungs^ 
fläche einschließt. Diese bildet die einfachste graphische 
Darstellung der Lastverteilung. 
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Eine stetig verteilte Belastung kann auch als ein Verband 
von unendlich kleinen Lasten aufgefaßt werden, die in unendlich 
kleinen Abständen aufeinanderfolgen. Wegen der unendlich 
großen Anzahl dieser EhxzeUasten geht das zugehörige Seileck 
in ein Polygon mit unendlich vielen Seiten über, von denen 
sich je zwei aufeinanderfolgende wegexi der unendUch kleinen 
Last, die zwischen ihnen Hegt, nur unendUch wenig in der 
Bichtung voneinander unterscheiden. Man erhält daher an Stelle 
des Seilpolygons eine stetige Seilkurve. 

Eine Kurve kann, abgesehen von besonderen Fällen» wie 
beim Kreise, zu dessen Konstruktion man sich des Zirkels be- 
dienen kann, nur durch Aufsuchen einer genügenden Zahl von 
Punkten oder Tangenten gezeichnet werden, zwischen die man 
die Kurve freihändig oder mit Hilfe eines Kurvenlineals ein- 
trägt. So genau, als es hiemach zeichnerisch überhaupt aus- 
führbar ist, läßt sich auch die zu einer gegebenen Belastungs- 
fläche gehörige Seilkurve ermitteln. 

Zur Begründung des Verfahrens nehme ich zunächst an, 
die in Abb. 38* angegebene Seilkurve sei bereits bekannt. Man 
teile hierauf die durch Schraffierung hervorgehobene Belastungs- 
fläche in eine Anzahl senkrechter Streifen ein, die in der Ab- 
bildung mit den Ziffern 1 bis 4 bezeichnet sind. Verlängert 
man die Grenzlinien der Streifen nach abwärts; so wird auch 
die Seilkurve dadurch in eine Anzahl Abschnitte eingeteilt, 
von denen jeder als eine besondere Seilkurve angesehen werden 
kann, die zu dem darüber liegenden Abschnitte der Belastungs- 
fläche gehört. Man denke sich ferner alle Lasten, die zu einem 
solchen Abschnitte gehören zu einer Resultierenden vereinigt. 
Diese muß dann durch den Schwerpunkt des Streifens gehen. 
Zugleich findet man aber einen Punkt dieser Resultierenden 
im Schnittpunkte der äußersten Seilspannungen des betreffenden 
Abschnittes der Seilkurve. Die Richtungen dieser äußersten 
Seilspannungen werden durch die Endtangenten des Seilkurven- 
abschnittes angegeben. Denkt man sich also in den Punkten-4 , B, 
O usf. Tangenten an die Seilkurve gelegt, so fallen deren Schnitt- 
punkte F, G usf. auf die Schwerlinien 1 , 2 usf. der Belastungsstreifen. 
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Bei dieser Betrachtung war angenoinmeD worden, daß die 
Seilkvirve bereits gegeben sei, und ea wurde gezeigt, wie man 
mit ihrer HiUe das Tangentenpolygon AFBO usf. finden könnte. 
Man kann aber auch umgekehrt Terfahren. Das Tangenten- 
polygon bildet nämlich zugleich ein Seileck für die Einzel- 
lasten 1, 2 usf. imd ea kann daher mit Hilfe des Kräfteplanes 
in Abb. 38'' sofort konstruiert werden, ohne daß die Seilkurve 
vorher schon bekannt zu sein brauchte. Dazu ist nur nötig, 
daß man die Schwerlinien der Belastungsstreifen und ihre 
Inhalte angeben kann. Wenn die Zahl der Streifen, in die man 
die Belastungsfläche einteilte, nicht zu klein ist, kann man sie 
mit so großer Genauigkeit, 
als sie in einer Zeichnung 
überhaupt erreiohbar ist, 
als Trapeze ansehen und 
dementsprechend Schwer- 
punkt und Inhalt ermit teln . 
Für einen geübten Zeichner 
genügt es oft vollständig, 
den Abstand des Schwer- 
punktes von der Streifen- 
mitte einfach einzuschätzen. 




Um die Inhalte möglichst 
einfach zu finden, nimmt man die Streifen am besten alle 
von gleicher Breite. Die Inhalte sind dann den mittleren 
Höhen der Trapeze proportional. Da es nun gar nicht auf den 
Maßstab des Kräfteplanes ankommt, könnte man diese mittleren 
Höhen ohne weiteres als Maß für die Streifengewichte in den 
Kräfteplan eintragen. Damit dieser nicht eine unbequeme 
Größe erlai^, zieht man indessen vor, von allen Höhen cur 
einen bestimmten Bruchteil im Kräfteplane aufzutragen. Der 
Pol des Kräfteplanes kann wieder beliebig gewählt werden, 
da man zu einer stetig verteilten Belastung ebensogut beliebig 
viele Seilkurven konstruieren kann, wie beim Zusammensetzen 
von Einzellasten beliebig viele Seilecke. 

Nachdem das Seileck auf diese Weise konstruiert ist, ver- 
längert man die Streifengrenzen bis zu den Schnittpunkten 
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A, B usf. mit den Seileckseiten. Man weiß dann, daß diese 
Punkte der gesachten Seilknrve angehören und kennt zugleich 
die Tangentenrichtongen an diesen Punkten. Es bedarf gar 
keiner besonders großen Anzahl yon Punkten und Tangenten, 
um die Seilkurve so genau, als man es für praktische Zwecke 
nur irgend wünschen kann, freihändig oder mit Hilfe des Kurven- 
lineals dazwischen einzulegen. 



-.1 Ä^ÖL ... 




Abb. 89». 



Abb. 89 b. 



§ 14. Differentialgleiohting der Seilknrve. 

In Abb. 39* ist oben eine beliebige Belastimgsflache, unten 
eine zugehörige Seilkurve gezeichnet. Im Abstände x vom linken 
Ende der Belastungsflache sei die Belastungsdichte mit q, die 

vonirgendeinerHori- 
zontalen aus senk- 
recht nach abwärts 
gerechnete Ordinate 
der Seilkurve mit y 
bezeichnet. Außer- 
dem ist an dieser 
Stelle eine Tangente 
an die Seilkurve ge- 
legt, deren Winkel 
mit der Horizontalen gleich q> sei. Dieser Tangente entspricht 
eine gewisse Seilspannung, deren Größe in Abb. 39** durch 
einen parallel dazu gezogenen Polstrahl dargestellt wird. 
Sie läßt sich in eine senkrechte Komponente V und eine hori- 
zontale Komponente H zerlegen, die im Kräfteplane ersichtUch 
gemacht sind. Der Winkel g> kommt im Kräfteplane ebenfalls 

V 
vor und man hat tg y = -„:• 

Nun gehe man um dx weiter. Man erhält einen neuen 
Punkt der Seilkurve und eine ihm zugehörige Tangente, die in 
Abb. 39* nicht besonders angegeben ist, weil sie sich mit der 
vorigen nahezu decken würde. Dagegen ist im Kräfteplane 
die zugehörige Parallele eingetragen. 
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Beachtet man, daß nach den Lehren der analytischen 

Geometrie igq> im Differentialquotienten von y ausgedrückt 

werden kann, so läßt sich die vorige Gleichung auch 

dy^V 
ix H 

schreiben und für die Änderung von tg tp beim Weitergehen 
um dx erhält man daher 

Nun ändert sich H überhaupt nicht, während V sich, wie aus 
dem Kräfteplane entnommen werden kann, um das Gewicht 
des Belastungsstreifens qdx vermindert. Man hat daher 

oder nach Division mit dx 

«g--<r. (2) 

Dies ist die Differentialgleichung der Seil- 
kurve. Wenn q analytisch als Funktion von x gegeben ist, 
findet man daraus die endhche Gleichung der Seilkurve durch 
zweimahge Integration. Hierbei treten zwei willkürUche In- 
tegrationskonstanten auf. Da auch der Horizontalzug H des 
Seilpolygons willkürlich gewählt werden kann, enthält die 
allgemeine Gleichung der Seilkurve drei willkürliche Konstanten. 
Dies entspricht dem Umstände, daß zu einer gegebenen Be- 
lastungsfläche beliebig viele Seilkurven gezeichnet werden 
können. Um eine unter ihnen näher zu kennzeichnen, müssen 
noch besondere Bedingungen hinzutreten, die zur Ermittelung der 
Integrationskonstanten und des Horizontalzuges H ausreichen. 
Für den besonders häufig vorkommenden Fall einer 
gleichförmigen Lastverteilung soll die Eech- 
nimg sofort weiter durchgeführt werden. Wenn q konstant ist, 
erhält man aus Gl. (2) durch zweimalige Integration 






(3) 
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wenn die Integrations-Konstanten mit C^ und (7, bezeichnet 
werden. Die Seilkurve bildet demnach eine Parabel. 

Seile, Ketten oder dünne Drähte, deren Biegungswiderstand 
Temachlässigt werden kann und die eine der horizontalen Bichtung* 
nach wenigstens annähernd gleichförmig verteilte Belastung zu tragen 
haben, kommen bei Ketten- oder Kabelbrücken, bei Telegraphen- 
leitungen und bei Drahtseilbahnen vor. Ein Telegraphendraht z. B., 
der zwischen zwei weit voneinander entfernten Stützen ausgespannt 
ist, hat seine Eigenlast, zuzüglich einer im Winter bei Bauchfrost 
oder Schneefall ihm anhaftenden Eislast zu tragen, die als der 
ganzen Länge nach gleichförmig verteilt angenommen werden kann. 
Freilich ist die Eigenlast streng genommen der Bogenlänge und 
nicht der Abszisse x proportionaL Wenn der Draht, wie es ge- 
wöhnlich zutrifft, ziemlich flach gespannt ist, ist der unterschied 
aber geringfügig und er kommt um so weniger in Betracht, als die 
Schneebelastung, die unter Umständen erheblich mehr ausmachen 
kann als das Eigengewicht, eher proportional mit x als mit der 
Bogenlänge angenommen werden kann. Der Biegungswiderstand 
des Drahtes kommt in solchen Fällen gar nicht in Betracht; der 
Draht kann vielmehr bei den großen Krümmungshalbmessern, um 
die es sich dabei handelt, als ein vollkommen biegsames Seil an- 
gesehen werden. 

In Abb. 40, die sich auf einen solchen Fall bezieht, sind 
A und B die beiden Stützen, zwischen denen der Draht aus- 
gespannt ist. Dabei ist angenommen, 
daß beide gleich hoch liegen. Der 
Urspnmg des Koordinatensystems ist 
auf die linke Stütze A und die Z- Achse 
in die Verbindungslinie AB gelegt. An beiden Stützen gilt 
die Grenzbedingung, daß y zu Null werden muß. Hieraus 
folgen die Werte der Integrationskonstanten C^ und C^ in 
GL (3); Cg muß zu Null werden und C^ folgt aus 

0=-^*+O,Zzu C7, = |^ 

Die Farabelgleichung geht damit über in 

H, = f-^. (4) 

Den Pfeil / der Seilkurve in der Mitte findet man hieraus zu 
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wobei in der letzten Form unter Q die Gesamtbelastung ql 
des Seiles oder Drahtes zu verstehen ist. Umgekehrt hat man 
auch f^i 

^ = ff (6) 

und damit ist der Horizontalzug der Seükurve bekannt für 
den Fall, daß die Durchhängung / des Seiles gegeben ist. 

So wird die Aufgabe gewöhnUch gestellt. Es kann aber 
auch vorkommen, daß zur Ermittelung von H nicht /, sondern 
die Länge des SeUes, das zwischen den Punkten A und B auf- 
gehängt werden soll, gegeben ist. Dafür ist die Aufstellung 
einer Gleichung zwischen / und der Bogenlänge der Parabel 
erforderlich, also die Lösung einer rein geometrischen Aufgabe. 
Von dieser kann hier abgesehen werden; dagegen soU eine 
Näherungsformel, von der man bei flachen Parabelbögen mit 
Vorteil Gebrauch machen kann, abgeleitet werden. 

Versteht man unter ds die Länge eines Bogenelementes, so 
hat man 



äs - ä. y^^m. 



Bei einem flachen Bogen ist -^ überall ein kleiner Bruch. Ver- 

nachlässigt man das Quadrat davon ganz gegen die Einheit, so 
kann in erster Annäherung ds «» dx und die ganze Bogenlänge 
gleich der Entfernung l der beiden Stützen gesetzt werden. Diese 
Annäherung genügt aber bei manchen Aufgaben nicht, nämlich 
immer dann nicht, wenn es sich gerade um den unterschied der 
Bogenlänge h von l handelt. Man erhält dann eine bis auf kleine 
Größen höherer Ordnung genaue Annäherung, wenn man die Wurzel 
nach dem binomischen Satze entwickelt und sich auf die Beibehal- 
tung der beiden ersten Glieder beschränkt. Man setze also 



..=..{.+ i ©■). 



Führt man hier den Wert von -^ aus der Parabelgleichung ein 
und integriert von bis 2, so erhält man 



»-/['+ 4 *a-')> 



X. 
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Die Integration kann leicht bewerkstelligt werden und liefert 

^-^+ 245-r (7) 

Schließlich kann auch noch der Wert von H aus Gl. (5) oder 
Gl. (6) eingesetzt werden, womit die vorige Gleichung übergeht in 

^"'^ + TT- (8) 

Von diesen Näherungsformeln kann man z. B. mit Vorieil Gebrauch 
machen, um den Einfluß, den eine Temperaturänderung des Drahtes 
auf f und damit auch auf H ausübt, zu berechnen. Hierbei kann 
es (bei sehr flachen Bögen) auch nötig werden, die elastische Ver- 
längerung des Drahtes unter dem Einflüsse des Horizontalzuges H 
in Berücksichtigung zu ziehen. Alle Aufgaben dieser Art können 
mit Hilfe der Formeln (5), (6) und (7), nötigenfalls unter Heran- 
ziehung des Elastizitätsgesetzes, leicht gelöst werden. 

§ 15. Die Kettenlinie. 

Wenn ein Seil, das nur sein Eigengewicht zu tragen hat, 
stärker durchhängt, als bisher vorausgesetzt war, genügt die 
vorige Annäherung nicht mehr. Man muß dann von vornherein 
Bücksicht darauf nehmen, daß die Belastung jedes Seilelementes 
nicht dem zugehörigen Abszissenelemente, sondern dem Bogen- 
differentiale proportional ist. Die einer solchen Belastung ent- 
sprechende Seilkurve wird als eine Kettenlinie bezeichnet. 

Man kann die Theorie der Kettenlinie zwar unmittelbar 
an die vorher schon abgeleitete Differentialgleichung der 
Seilkurve anknüpfen; da sich aber die Eechnungen bei einer 
etwas andern und für diesen Fall zweckmäßigeren Wahl des 
Koordinatensystems einfacher gestalten, soll von den voraus- 
gehenden Entwicklungen kein Gebrauch gemacht werden. 

In Abb. 41* ist eine Kettenlinie gezeichnet. Die r-Achse 
des Koordinatensystems fällt mit der Symmetrieachse zu- 
sammen, während die horizontale X-Achse um einen später 
noch näher anzugebenden Abstand a unterhalb des Scheitels 
der Kurve Uegen soll. Die Ordinaten y werden hier im Gegen- 
satze zu der bei der Ableitung der allgemeinen Differential- 
gleichung der Seilkurven getroffenen Festsetzung nach oben 
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Abb. 41a. 



Abb. 41b. 



hin positiv gerechnet. Im Punkte xy der Kettenlinie ist eine 
Tangente gezogen, die den Winkel y mit der X-Achse bilden 
möge. FaralliBl zu ihr ist 
im Kräfteplane, Abb. 41**, 
ein Polstrahl gezogen, der 
die Seilspannung im 
Punkte x^ angibt. Außer- 
dem ist auch noch ein 
zweiter Polstrahl ge- 
zogen, der zu einem dem 
vorigen unendlich nahe 
benachbarten Punkte ge- 
hören soll. Zwischen 
beiden Punkten liegt das 
Bogendifferential da der 
Kettenlinie, dessen Gewicht gleich yda gesetzt werden kann, 
wenn man unter y das Gewicht der Längeneinheit des Seiles 
versteht. Man hat wieder, wie bei der ähnhchen Entwicklung 
des vorigen Paragraphen 

tg^p = — oder auch H-^= V 
und wenn wir zum nächsten Punkte übergehen, 

oder in Form einer Differentialgleichung geschrieben 

rrd^y _ ds 

Da H und y konstant sind, kann die Gleichung sofort einmal 
integriert werden. Man erhält 

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung, 
daß im Scheitel ^ gleich Null ist. Zählen wir also die Bogen- 
länge 8 bis zum Punkte xy vom Scheitel aus, so muß C == 
sein und die Gleichung geht über in 



"t-r.. 



(10) 
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Diese Gleichung lehrt uns bereits eine merkwürdige Eigen- 
schaft der Kettenlinie kennen: sie zeigt, daß die Tangente 
des Neigungswinkels q> proportional der 
Bogenlänge 8 wächst. 

Um zur endUchen Gleichung der Kettenlinie zu gelangen, 
müssen wir aber zu Gl. (9) zurückkehren und darin ds durch 
dx und dy mit Hilfe des Fythagoräischen Satzes ausdrücken. 
Die Gleichung geht dann über in 



"U = rVi + ©■• (") 

Die Variable y selbst kommt in dieser Gleichung nicht vor. 
Bezeichnen wir den ersten Differentialquotienten von y nach x 
vorübergehend mit p, so läßt sie sich in der Form 

anschreiben, die in bezug auf die Variable p von der ersten 
Ordnung ist. Um die Gleichung zu integrieren, ordnen wir 
sie wie folgt: 

und von da können wir unmittelbar zur Stammgleichung ge- 
langen, indem wir beiderseits integrieren. Dabei ist die In- 
tegralformel 

fyTrP = lg (p + vT+T») 

zu beachten, von deren Bichtigkeit man sich leicht durch Aus- 
führung der Differentiation an dem Logarithmus überzeugt. 
Die vorhergehende Gleichung liefert daher 

Hlg{p + Vi + p^) =yx+G^. 

Auch die hierbei auftretende Integrations-Konstante C^ ist 
wegen der Grenzbedingung p = für a; = gleich Null zu 
setzen. Geht man femer vom Logarithmus zum Numerus über, 
so erhält man y, 

P + Vi + p^ = e ^- 
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Diese Gleichung lösen wir nach p auf; sie ist, wie man dabei 
findet, nur scheinbar vom zweiten Grade, in Wirklichkeit viel- 
mehr vom ersten Grade in bezug auf p und die Lösung lautet 

P = |(e^-e ^). (12) 

Die auf der rechten Seite stehende Funktion von ^ kommt 

Öfters vor und man hat ihr wegen der Verwandtschaft, in der 
sie zu den goniometrischen Funktionen steht, die Bezeichnung 
des hyperboUschen Sinus gegeben. Gebraucht man dafür die 
Bezeichnung sinh und erinnert man sich zugleich der Bedeu- 
tung von p, so läßt sich die Gleichung auch in der kürzeren 

£ = ^^^h (13) 

anschreiben. Setzt man diesen Wert von ^ in Gl. (10) ein, 

so findet man auch die Bogenlänge a als Funktion von x, 

nämUch ^ 

« = — sinh^- (14) 

y H 

Um auch y zu erhalten, müssen wir Gl. (13) noch einmal 
integrieren. Wer mit den Hyperbel-Funktionen ein wenig be- 
kannt ist, weiß schon, daß das Integral von sinh den hyper- 
bolischen Kosinus Uefert. Im andern Falle braucht man aber 
nur auf Gl. (12) zurückzugehen und die leicht auszuführende 
Integration an den Exponential-Funktionen vorzunehmen. 
Man erhält dann 

TOT 

Der Faktor von — bildet jene Funktion, die man den hyper- 
bolischen Kosinus nennt. Die neu aufgetretene Integrations- 
Konstante C2 ist aus der Bedingung zu ermitteln, daß y = a 
wird für X = 0. Wir wollen nun den Abstand a, dessen Größe 
bisher unbestimmt gelassen wurde, so wählen, daß auch die 
Integrations-Konstante C^ verschwindet, damit wir zu möglichst 
einfachen Formeln gelangen. Für x = geht Gl. (15) über in 

a = - + C« 
7 ^ 
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^d <7. ver»h™>d.t d^er. wean w ' 

' = y (16) 

wählen. Büermit nimint die Gleichung der Kettenlinie die 

einfache Form ^ 

y= a cosh-- (17) 

an. Der Wert von a läßt, wie aus Gl. (16) hervorgeht, wenn 
man sie in der Form H = ay schreibt, eine anschauliche Deutung 
zu. Es ist nämlich jene Seillänge, deren Gewicht gleich dem 
Horizontalzuge der Kettenlinie ist. 

Auch für die Seilspannung 8 an irgendeinem Punkte xy 
der Kettenlinie kann man einen einfachen Ausdruck aufstellen» 
Zunächst hat man, wie aus Abb. 41** hervorgeht, 

F = H tg 9 und Ä = HYi + tg^y = HY1 + p^ 

wenn die vorher schon gebrauchte Abkürzung p für ^ öder 

tgq> wieder benutzt wird. Setzt man p aus Gl. (12) ein, so 
erhält man 

Vi + v^ = y 1/4 + (e^- e~^)' 

= f(e^+e ^j = coshg. 

Setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein und drückt 
zugleich H nach Gl. (16) in a aus, so findet man 



X 



Ä=ayoosh- 



a 



und mit Rücksicht auf Gl. (17) geht di^s über in 

S=Yy. (18) 

Die Seilspannung ist daher an jeder Stelle der Ordinate y pro- 
portional und die Gleichung H = ay ist nur als ein besonderer 
Fall von Gl. (18) anzusehen, da der Horizontalzug H zugleich 
die Spannung im Scheitel der Kettenlinie angibt. 

Für die Hjperbelfunktionen hat man Tafeln ausgerechnet, 
die ganz ähnlich eingerichtet sind wie die Tafeln der goniometrischen 
Funktionen. Sie sind zwar nicht so häufig verbreitet, wie die ge- 
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wohnlichen Sinustafeln, aber doch in manchen Logarithmentafeln imd 
in vielen anderen Tabellenwerken wenigstens in auszugsweiser Form 
zu finden. Auch das bekannte Werk „Hütte, Des Ingenieurs 
Taschenbuch^' enthält solche Tafeln. Mit deren Hilfe gestalten sich 
die Zahlenrechnungen über Eettenlinien auf Grund der voraus- 
gehenden Formeln in manchen Fällen fast noch einfacher, als wenn 
man — bei flachen Kurven — Parabeln an Stelle der Kettenlinien 
fumimmt. 

§ 16, Die Momentenflftohe« 

In Abb. 42* sind die Kräfte $i ^ßa • • • durch ein Seilpolygon 
@o©i . • . verbunden, wozu der Kräfteplan Abb. 42** gehört. 
Man lege irgendwo 
einen Schnitt 6<S durch 
das Seilpolygon, der 
dieses im Punkte C 
trifft. Es handle sich 
darum, das statische 
Moment aller links 
vom Punkte C liegen- 
den Kräfte 5ßi ^ß^ ^ßj 
in bezug auf diesen 
Punkt als Momenten- 
punkt festzustellen. 
An diesem Momente wird nichts geändert, wenn wir auch die 
Kräfte @o ^^d @o'> die sich gegenseitig aufheben, mit einrechnen; 
Nun war aber ©o ^* allen links vom Schnitte liegenden Kräften 5ß 
Bur Eesultierenden ©3 vereinigt, die durch den Momenten- 
punkt C geht und deren Moment daher verschvmidet. Das 
Moment der links von G liegenden Kräfte 5ß ist daher dem 
Momente von ©q' gleich. Zerlegen wir noch ©q' im Punkte D, 
in dem es von dem in senkrechter Richtung geführten Schnitte 
66 getroffen wird, in eine horizontale Komponente H und eine 
vertikale Komponente F, so verschwindet das Moment von F 
und das gesuchte Moment M der links von C liegenden Kräfte $ 
kann daher m = Hy (19) 

gesetzt werden, wenn unter y der Abschnitt CD auf der durch 






Abb. 48 a. 




Abb. 48 b. 
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den Punkt C in lotrechte Bichtong gefäbrten Linie zwischen 
den Bichtnngen der Seilstrahlen ©, jind @o' verstanden wird. 
Von dieser Anwendung des Seileokes zur Ermittelung der 
Btatjfichen Momente gegehener Kräfte wird namentUoh Ge- 
branch gemacht, wenn die Kräfte $ alle parallel zueinander 
gerichtet sind. Geht dann der Schnitt tftf ebenfalls parallel zu 
ihnen, so ist es gleichgültig, welchen Fnnkt der Bicbtnngs- 
linie von aa man als Momentenponkt wählt. Man spricht daher 
in diesem Falle oft nor von dem Momente M aller links von 
einem Schnitte liegenden Kräfte, ohne mnen bestimmten Momen- 
tenpunkt zu bezeichnen, anf 
den sich das Moment beziehen 
'-- ^— j soll. Da femer H für alle 
Schnitte aa denselben Wert 
. hat, so ist jlf überall der 
Strecke y proportional. Die 
zwischen dem SeUecke und 
dem Seil&trahle @g' Hegende 
Fläche wird ans diesem Grunde 
als die Momentenfläche 



Pie wichtigste Anwendung dieser Betrachtungen wird durch 
Abb. 43 dargestellt. In Abb. 43' ist ein Balken gezeichnet, der 
auf zwei Stützen aufruht und die Lasten 1, 2 . . . trägt. Biese 
und die zugehörigen Auflagerkräfte sind durch das geschlossene 
Seileck, das darunter gezeichnet ist, miteinander verbunden. 
Wie man die Auflagerkräfte A und B im Kräfteplane Abb. 43'' 
findet, ist schon von früher her bekannt. 

Das statische Mo];nent aller links von irgendeinem Schnitte 
aa liegenden Kräfte, mit Einschluß des Äuflagerdruekes A, 
ist von Wichtigkeit, weil von ihm die Biegungsbeanspruchung 
des Balkens in diesem Querschnitte abhängt. Es wird als das 
Biegungsmoment bezeichnet. Damit der Auflagerdmck 
A von vornherein in das Seilpoljgon mit eingeschlossen ist, be- 
trachten wir die Schlußlinie als den ersten Seilstrahl ©„, der 
daim mit A zu ©^ zusammengesetzt ist. Den Momentenpunkt 
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wälileti wir wiederuin auf dem Schnitte der Linie 66 mit dem 
Seilpolygone. Wie vorher kann dann das Biegungsmoment 
gleich dem Momente von @o' oder gleich Hy gesetzt werden, 
wenn die Buchstaben dieselbe Bedeutung behalten, wie im 
vorigen Falle. Die Momentenfläohe ist die von dem geschlossenen 
Seilecke umgrenzte Fläche; sie ist in der Abbildung schraffiert. 
Das Biegungsmoment ist für jeden Querschnitt dem in die 
Momentenfläche hineinfallenden lotrechten Abschnitte y pro- 
portional. Man kann daher z.B. sofort erkennen, an welcher 
Stelle das Biegungsmoment bei der gegebenen Laststellung 
seinen größten Wert annimmt, indem man mit dem Zirkel in 
der Hand den größten Abschnitt y aufsucht. Gerade darauf, 
daß man nicht nur für einen bestimmten Querschnitt, sondern 
sofort für alle Querschnitte die zugehörigen Biegungsmomente 
findet, beruht der Vorteil des graphischen Verfahrens gegenüber 
der Aufsuchtmg des Biegungsmomentes durch Bechnung, die 
freilich an sich auch gar keine Schwierigkeiten macht. 

Man nehme z. B. an, daß es sich darum handele, für jeden Quer- 
schnitt eines Brückenträgers das größte Biegungsmoment festzustellen, 
das in ihm während der Überfahrt eines Bisenbahnzuges von gegebener 
Zusammensetzung auftritt. Man hat es dann mit einem Systeme 
fest miteinander verbundener Lasten zu tun, dessen Stellung 
zur Brücke alle möglichen Lagen annehmen kann. Man vereinigt 
zunächst die Lasten durch irgendein Seileck. Dann denkt man 
sich das Lastensystem in Buhe und den Brückenträger dagegen 
verschoben, wobei man eine hinreichende Anzahl aufeinander- 
folgender Stellungen herausgreift. Die jeweilige Stellung des 
Brückenträgers relativ zum Eisenbahnzuge wird schon durch zwei 
in lotrechter Richtung gezogene Linien, die durch die Stützpunkte 
gehen und deren Abstand daher gleich der Spannweite des Balkens 
ist, hinreichend gekennzeichnet. Man trägt die zugehörige Schluß- 
linie ein und hat damit sofort die Momentenfläche ftlr die be- 
treffende Stellung gefunden. Jeder andern Stellung entspricht eine 
ahdere Momentenfläche, zu deren Ermittelung wiederum schon das 
Einzeichnen einer neuen Schlußlinie genügt. Man könnte nun mit 
Hilfe des Zirkels für jeden Querschnitt den größten Wert von y 
in allen diesen in derselben Zeichnung vereinigten Momenten- 
flächen aufsuchen. Übersichtlicher wird es aber, wenn man in einer 
zweiten Figur den Balken in unveränderlicher Stellung zeichnet 
und alle Momentenflächen, auf dieselbe Schlußlinie bezogen, nämlich 
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von der BaLkenachse^ selbst aus, übereinander abtragt. Man hai 
dann nur nötig, eine ümlLüllungslinie freihändig einzutragen, die 
alle diese Momentenflächen umschließt. Dadurch erhält man die 
Maximal-Momentenfläche, deren Ordinaten fOr jeden Quer- 
schnitt das größte in ihm während des Passierens des Eisenbahn- 
zuges auftretende Biegungsmoment angeben. Man kann auch durch 
Rechnung nachweisen, daß der Umriß der Maximal-Momentenfläche 
durch Parabelbögen gebildet wird, die sich poljgonartig aneinander 
schließen. 




Abb. 44 b. 



§ 17. Besondere Fälle für die Konstruktion 

der Momentenfläohe. 

% Bei größeren Brückenkonstruktionen wird die bewegliche 
Last nichtj^unmittelbar von den Hauptträgern selbst auf- 
genommen. Dazu 
dient vielmehr eine 

„Fahrbahnkon- 
struktion", die sich 
"^ ihrerseits auf die 
Hauptträger stützt. 
Die Stützpunkte 
sind gewöhnlich in 
gleichen Abständen 
voneinander angeordnet. Als Lasten an den Hauptträgem sind 
hier nicht die unmittelbar gegebenen Lasten, sondern die von der 
Zwischen- oder Pahrbahnkonstruktion darauf übertragenen 
Auflagerkräfte anzusehen. Die diesem Falle der „m ittelbaren 
Belastung" entsprechende Momentenfläche kann indessen 
aus dem Seilecke der gegebenen Lasten stets leicht gefunden 
werden. 

In Abb. 44* ist ein auf zwei Stützen ruhender Balken ge- 
zeichnet, dessen ganze Länge durch die Zwischenträger a, 6, c 
in drei Teile geteilt ist. Auf die Zwischenträger wirken die Lasten 
1, 2, 3 . . . mid der Balken ist nur an den Auflagerstellen I und II 
durch die dort übertragenen Auflagerdrücke der Fahrbahn- 
konstruktion belastet. Man soll die dazu gehörige Momenten- 
fläche konstruieren. 
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Zu diesem Zwecke zeichnet man zmiächst mit Hilfe des 
Kräfteplanes Abb. 44^ ein Seilpolygon, das die gegebenen Lasten 
verbindet mid trägt die Scblußlinie ein. Man hätte damit schon 
die Momentenfläche, wenn die Lasten direkt mid nicht indirekt, 
durch Yermittelung der Fahrbahnkonstruktion, an dem Balken 
angriffen. Hierauf zieht man lotrechte Linien durch die Knoten- 
punkte I, II, wodurch das Seilpolygon in ebensoviele Abschnitte 
getrennt wird, als Zwischenträger a, h, c vorhanden sind. Jeder 
dieser Seilpolygonabschnitte kann als ein dem betreffenden 
Zwischenträger und den von ihm unmittelbar aufgenommenen 
Lasten entsprechendes, besonderes Seilpolygon aufgefaßt werden. 
Man trage auch die zu diesen Abschnitten gehörigen, in Abb. 44^ 
durch starke Striche hervorgehobenen Schlußlinien ein. Parallelen 
dazu in Abb. 44^, die ebenfalls durch starke Striche gekenn- 
zeichnet sind, schneiden auf der Lastlinie die Auflagerkräfte ab,, 
die von der Zwischenkonstruktion auf den Hauptträger über- 
tragen werden. Mit P ist in der Abbildung der Auflag^druck 
bezeichnet, der vom Zwischenträger a auf den Stützpunkt I 
übertragen wird und I^ gibt den auf denselben Stützpunkt 
vom Zwischenträger b her gelangenden Druck an. 

Die vom Hauptträger selbst aufgenommenen Lasten be- 
stehen hiemach am Punkte I aus I* + I** und am Punkte II 
aus IP + 11*^- Zu diesen Lasten wäre von neuem ein Seilpolygon 
zu konstruieren. Man sieht aber, daß dieses schon fertig vor- 
liegt, ohne daß man noch weitere Linien zu ziehen braucht.^ 
Denn diet stark ausgezogenen Polstrahlen im Kräfteplane, die 
wir vorher als Schlußlinien der kleinen Seilpolygonabschnitte 
aufzufassen hatten, bilden sofort schon den Kräfteplan, der zu 
den Lasten I* + P und IP + IP gehört, und ihm entspricht 
im Lageplane auch der Zug der stark ausgezogenen Linien als 
Seilpolygon. Die Schlußlinie ist dieselbe wie beim Seilpolygone 
für die unmittelbar gegebenen Lasten 1, 2 . . . Hiemach stellt 
die in der Abbildung durch Schraffierung hervorgehobene 
Fläche zwischen dieser Schlußlinie und dem durch starke 
Striche angegebenen Seilpolygone die gesuchte Momentenfläche 
des Hauptträgers dar. Die weiß gelassenen Flächen zwischen 

6» 



84 Zweiter Abschnitt. Das Seilpoljgon oder Seileck. 

beiden Seilpolygonen bilden die Momentenfläohen für die 
Zwischenträger a, h, c. Man erkennt hieraus auch, in welcher 
Weise sich das gesamte Moment der links von irgendeinem 
Schnitte liegenden äußeren Kräfte an der ganzen Konstruktion 
auf ein durch die Biegungsfestigkeit des Hauptträgers aufzu- 
nehmendes Moment und auf ein anderes verteilt, das von dem 
durch den gleichen Schnitt getroffenen Zwischenträger auf- 
zunehmen ist. 

Zugleich bemerkt man, daß das Eintragen der Parallelen 
zu den Schlußlinien der einzelnen Seilpolygonabschnitte in den 
Kräfteplan nur für den Zweck ^es Beweises nötig war. Nachdem 
dieser einmal geführt ist, braucht man die Parallelen bei den 
Anwendungen gar nicht mehr zu ziehen. Es genügt dazu, 
nach Konstruktion des Seilpolygons, das die unmittelbar ge- 
gebenen Lasten verbindet, von den Knotenpunkten, in denen 
zwei Zwischenträger zusammenstoßen. Senkrechte zu ziehen 
und deren Schnittpunkte mit den Seileckseiten durch Linien zu 
verbinden. Das auf diese Weise gewonnene, dem Seilecke ein* 
geschriebene Polygon schHeßt dann in Verbindung mit der 
Schlußlinie des ganzen Seileckes die Momentenfläche für den 
Hauptträger ein. 

Ist z. B. eine gleichförmig verteilte stetige Belastung auf Aer 
Fahrbahn gegeben, so geht das dieser zugehörige Seileck, wie aus 
den Untersuchungen in § 14 folgt, in eine Parabel über, und die 
Momentenfläche für den Hauptträger wird durch das in der an- 
gegebenen Weise der Parabel eingeschriebene Polygon gebildet. 

In Abb. 44* waren nur drei Zwischenträger angenommen. 
Trotzdem wich auch hier schon die Momentenfläche f{ir die indirekte 
Belastung nur wenig von jener ab, die der unmittelbaren Belastung 
des Hauptträgers durch die gegebenen Lasten entsprochen hätte. 
Die Abweichung wird um so geringer, je größer die Zahl der 
Zwischenträger oder je größer die Zahl der Knotenpunkte 1, 11. 1 . 
ist, an denen der Hauptträger die Fahrbahnkonstruktion stützt. Da 
nun diese Zahl in der Begel ziemlich groß ist (gewöhnlich min- 
destens 8 oder 10), kommt der Unterschied zwischen beiden 
Momentenflächen meistens gar nicht in Betracht und man behandelt 
daher den Fall gewöhnlich so, als wenn die Lasten unmittelbar 
am Hauptträger angriffen. — Wenn einer der Zwischenträger gar 
keine Last trägt, fällt übrigens der zugehörige Seilpolygonabschnitt 
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Ton seibat aclioii gerade mit dem Umrisse der Vomentenfläclie fflr 
den Hauptträger zuBajmneiL 

Ein anderer Fall wird durch Abb. 45' dargestellt. Ein 
Träger reicht über zwei Öffnungen, ist aber, um die statiscbe 
Unbestimmtheit, die sonst hereinkäme, zu vermeiden, bei D 
in swei Teile getrennt, die durch ein Gelenk miteinander zu- 
sammenhängen. Hiernach wird die rechts liegende Öffnung 
durch einen Balken 
überdeckt, der bis O 
in die linke Öffnung 
hinein vorkragt und 
aof den sich bei D ^ 
ein nur von .^ bis i> 
reichender, kürzerer 
Balken etatzt. Trä- 
ger - Kombinationen 
dieser Axt werden im ^b. is >. 

neueren Bruoken- 
baoe häufig angewendet; man bezeichnet sie als Kragträger 
oder nach dem Konstrukteur, der sie zuerst in sorgfältiger. Aaa- 
bildung and in größerem Maßstäbe zur Anwendung brachte, 
alß Gerber sehe Träger. Der Vorteil, der mit dieser An- 
ordnung verbunden ist, wird sich aus der weiteren Betrachtung 
alsbald ergeben. 

Um die Mom«nteufläche zu konstruieren, verbindet man 
zunäobBt die Lasten 1, 2 . . . durch ein Seilpolygon. Dieses wird 
durch eine vom Gelenke D aus gezogene Senkrechte in zwei 
Abschnitte geteilt und der linke Abschnitt davon bezieht sich 
sofort aof den die Spannweite von A bis D selbständig über- 
brückenden Balken. Trägt man für diesen Abschnitt die Sohloß- 
linie ein, so hat man ohne weiteres die zu dem linken Balken 
gehörige Momentenfläcbe, die durch eine Schraffierung hervor- 
gehoben ist. 

Man denke sich femer auch die Äuflagerkräfte A, B, C 
in das Seilpolygon mit einbezogen. Da sie mit den gegebenen 
Lasten im Gleichgewichte stehen, muß das SeUpoIygon zu einem 
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geschlossenen werden. Der Auflagerdruok, den der linke Balken 
auf den rechten im Gelenke D überträgt, kommt hierbei nicht 
in Betracht, weil ihm nach dem Wechselwirkmigsgesetze ein 
gleich großer, aber entgegengesetzt gerichteter Druck vom 
rechten auf den linken Balken gegenübersteht und beide als 
innere Kräfte ohne Einfluß auf die Gleichgewichtsbedingungen 
zwischen den äußeren Kräften sind, sobald man die Kräfte an 
dem ganzen Trägerverbande ins Auge faßt. Das Gelenk D 
hat nun zur Folge, daß das Biegungsmoment an dieser Stelle 
zu Null werden muß, und beim Eintragen der Schlußlinie für 
den linken Abschnitt des Seileckes ist von dieser Bedingung 
bereits Gebrauch gemacht. 

Die Schlußlinie des linken Seileckabschnittes betrachten 
wir, wie schon im Falle der Abb. 43, als die erste Seilspannung, 
die mit dem Auflagerdrucke A zu ©^ zusammengesetzt ist. 
Für jeden Querschnitt in der ersten Öffnung, wenn er auch 
rechts vom Gelenke D liegt, können dann alle Ejräfte links vom 
Schnitte durch die davon getroffene Seilspannung und die 
Gegenkraft ©o' von ©o ersetzt werden. An der Mittelstütze 
greift der nach oben gerichtete Auflagerdruck B an. Da jS in 
dem zuerst konstruierten Seilecke nicht vorkam, denken wir 
uns B mit ©q' ^u einer Resultierenden vereinigt, von der wir 
zunächst nur wissen, daß sie durch den Schnittpunkt beider 
Richtungslinien gehen muß. Dann können auch in der rechten 
Öffnung für jeden Querschnitt alle links davon liegenden äußeren 
Kjäfte durch diese Resultierende und die von dem Schnitte 
getroffene Seilspannung ersetzt werden. Denkt man sich femer 
die letzte Seilspannung mit dem Auflagerdrucke C zu einer 
-Resultierenden vereinigt, die jedenfalls durch den Schnittpunkt 
der beiden Richtungslinien gehen muß, so sind nachher alle 
Kräfte an der ganzen Konstruktion auf diese Resultierende 
und auf die vorher besprochene Resultierende aus B und ©q' 
zurückgeführt. Da aber alle Kräfte ein Gleichgewichtssystem 
bilden, müssen sich auch die beiden Resultierenden im Gleich- 
gewichte halten, d. h. ihre Richtungslinien müssen zusammen- 
fallen. Man findet daher diese Riohtungslinie durch Verbindung 
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der beiden Punkte, die wir von ihr bereits kennen. Nach Eintragen 
der Verbindungslinie ist das Seilpolygon geschlossen und die 
Momentenfläche wird durch die zwischen den Schlußlinien und 
dem Seilpolygone eingeschlossenen, durch Schraffierung hervor- 
gehobenen Flächen gebildet. Dabei ist zu beachten, daB die 
mittlere Fläche, deren Schraffierungsstriche von links nach rechts 
fallen, negativen Momenten entspricht. Alle links hegenden 
Kräfte ergeben nämlich für einen an dieser Stelle geführten 
Schnitt ein Moment, das dem Uhrzeigersinne entgegengesetzt 
ist, und der Balken wird von diesem Momente so gebogen, daB 
er Beine Hohlseite nach unten hin kehrt, während die Hohlseite 
bei positiven Momenten, die in der Abbildung durch von rechts 
nach links fallende Schraffierungsstriche gekennzeichnet sind, 
nach oben hin gerichtet ist. 

Auch hier ist die Überlegung, die zur Lösung führt, weit- 
läufiger als die wirkliche Ausführung der Konstruktion. Bei dieser 
braucht man nur darauf zu achten, daß zu jeder Öffnung des Krag- 
trägers eine besondere Schlußlinie gehört, daß diese Sc^lußlinien 
auf den Bichtungslinien der Auf lagerkräfte aneinander stoßen und 
daß sie auf den durch die Oelenke gezogenen Vertikalen und. den 
Vertikalen durch die beiden äußersten Stützpunkte die Seileckseiten 
schneiden. Diese Bedingungen genügen in allen Fällen dieser Art, 
um alle Schlußlinien einzutragen. Die zwischen ihnen und dem 
Beilpolygone eingeschlossenen Flächen bilden die Momentenflächen. 
Um die Vorzeichen festzusetzen, braucht man nur zu beachten, daß 
solche Trägerteile, die eine Spannweite für sich überdecken, ohne über 
die Stützen vorzukragen (wie hier der zwischen A und D liegende), 
nur positive Biegungsmomente au&unehmen haben und daß bei 
jeder Überschneidung einer Schlußlinie mit dem Seilpolygone ein 
Wechsel im Momentenvorzeichen eintritt. 

Würde jede der beiden Offnungen in Abb. 45* durch einen 
Träger für sich überdeckt, der ohne Zusammenhang mit dem andern 
wäre, wobei natürlich das Gelenk in D wegfallen müßte, so hatte 
man für jede Of&iung ohne Bücksicht auf die andere die Momenten- 
fläche so wie in Abb. 43 zu konstruieren. Für die linke Öfbung 
würde man also z. B. die Schnittpunkte der Bichtungslinien von Ä 
und B mit den Seileckseiten zu verbinden haben, um die Schluß- 
linie und hiermit die Momentenfläche für diese ö&ung zu erhalten. 
Denkt man sich diese Linie in die Abbildung eingetragen, so er- 
kennt man sofort, daß die Momentenfläche dann viel größer aus- 
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fällt, als vorher. Von der Größe der Momente h&ngt aber die 
Biegungsbeanspruchung des Balkens ab. Der Kragträger wird den^i- 
nach durch die gegebenen Lasten weniger stark beansprucht, ajs 
wenn jede Offiiung für sich überdeckt wäre und in diesem Um- 
stände ist der Vorteil begr&ndet; der sich durch die Gerbersohe 
Anordnimg erzielen läßt 

§ 18. Die graphisohe Srmittelnng von Tr&gheitsmomenten. 

Das Seilpolygon kann auch dazu verwendet werden, das 
Trägheitsmoment einer Querschnittsfläche für irgendeine in 
deren Ebene enthaltene Achse (und izwar gewöhnlich für eine 
Schwerlinie als Achse) zu ermitteln. Zur Begründung des Ver- 
fahrens diene Abb. 46. Die Belastungsfläche ist hier genau 
der in Abb. 38 (S. 69) nachgebildet und die Seilkurve, deren 
Konstruktion dort erläutert wurde, ist hier ebenfalls von dort 
übernommen. Nur die Einteilung in die Belastungsstreifen und 
das den Einzellasten entsprechende, aus Tangenten der Seil- 
kurve bestehende Seilpt)lygon ist in der neuen Figur weggelassen, 
weil diese Linien zwar zur Konstruktion der Seilkurve nötig 
sind, nachher aber nicht mehr gebraucht und daher fortgelöscht 
werden können. Verlängert man die äußersten Seileckseiten, 
also die Endtangenten der Seilkurve, bis sie sich schneiden, so 
geht durch diesen Punkt die Besultierende der das Seil be- 
lastenden Gewichte, d. h. die Linie SS ist die Schwerlinie der 
Belastungsfläche. 

Man betrachte femer einen unendlich schmal zu denken- 
den Streifen dF der Belastungsfläche im Abstände y von SS. 
Verlängert man die Grenzlinien des Streifens bis zur Seilkurve 
und zieht an beiden Punkten der Seilkurve Tangenten, so 
schließen diese mit SS das in der Abbildung schwarz hervor- 
gehobene, schmale Dreieck ein. Die auf SS liegende Grund- 
linie des Dreieckes sei mit rfgr bezeichnet. Der gegenüberliegende 
Eckpunkt, also der Schnittpunkt beider Tangenten liegt auf 
der Schwerlinie des Streifens d^. Die zu dg gehörige Höhe 
des Dreieckes ist daher gleich y und der Inhalt des Dreieckes 

gleich y rffir • y. 
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Im Kräftepkne Abb. 46^ kann man durch Ziehen von 

ParaUelen zu den beiden Tangenten ein ebenfaÜB schwarz het- 

vorgehohenes Dreieck abgrenzen, das dem in Abb. 46 ähnlich 

ist, weil die Selten parallel zuemander gehen. Man hat daher die 

portion ^^^g ^^^^ Hdg = ydF. 

Um auf die Momente zweiten Grades zu kommen, multi- 
pliziere man die Gleichung mit y. Damit erhält man 
y^dF = Hydg und daher f y*dF = B j ydg. 

Die Snmmierong auf der rechten Seite, kaim aber unmittelbar 
aofigeführt werden. Denn 
das Integral gibt das Doppelte 
ans der Summe aller jener 
Dreiecke an, von denen vor- 
her eines besprochen wurde. 
Diese Dreiecke folgen alle 
stetig aufeinander und fällen 
den zwischen der Seilkurve, 
der Änfangstangente und der 
Linie SS liegenden Baum 
ans. Dabei ist übrigens gar 
nicht eiimial nötig, daß 88 
die Schwerlinie sei ; auch für 
irgendeine andere, parallel zu Abb. u>. Abb. Mb. 

SS gezogene Linie ea bleibt 

die Betrachtung anwendbar, und die zwischen ihr, der Kurve 
und der Anfangstangente abgegrenzte Fläche gibt nach Mul- 
tiplikation mit 2B das Moment zweiten Grades für ao von dem 
links davon hegenden Teile der Belastungsfläcbe an. 

Um das Moment für die ganze Belastongsfläche zu erhalten, 
braucht man nur das Moment für die rechte Hälfte hinzuzu- 
fugen. Für dieses gilt dieselbe Betrachtung; es kann auch gleich 
dem Produkte aus 2H und dem zwischen der Seilkurve, der 
EndtMigente und der Linie iSiS oder 00 Hegenden Flächenstncke 
gesetzt werden. Dabei ist zu beachten, daß jedes Flächenelement 
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dflt Belastm^fläcbe nur positive Beiträge zxaa Trägheitsmomente 
liefern kann; die von links und rechts her stammenden Beiträge 
sind daher ohne Vorzeichenunterschied zusammenzuzählen. 

Ein Blick auf Abb. 46* lehrt, daß das Trägheitsmoment 
unter allen parallel zueinander gezogenen Achsen für die Schwer- 
linie 88 am kleinsten ausfällt. Eb ist nämUch gleich dem Pro- 
dukte ans 2£f und der zwisehen der Seilkurve mid ihren beiden 
Endtangenten eir^eachlossenen Fläche. Für eine Achse ea 
vergröSert sich 
dagegen diese 
Fläche um das 
zwischen eo und 
den beiden End- 
tangenten abge- 
— schnittene Drei- 
eck, das in 
Abb. 46' durch 
eine horizontale 
Schraffierung 



ist. 

Der Horizon- 
talzug H der 
Seilkurve hat die 
"''■ "' Bedeutung eines 

Flächeninhaltes. Als Lasten dienten nämlich die Flächen- 
inhalte der BelastnngBBtreifen und mit diesen muß H von 
gleicher Art sein. Am besten wählt man H im Kräfteplane 
so, daß es die Hälfte der Belastungsfläcbe F darstellt. Dies 
wird sofort erreicht, wenn man die beiden äußersten Polstrahlen 
in Bichtungen von 45" zieht. Dann bildet nätnlioh H die Höhe 
eines rechtwinklig gleichschenkhgen Dreieckes, dessen Hypo- 
tenuse die Summe aller dF, also F selbst angibt. Bezeichnet 
man ferner die zwischen der Seilkurve und ihren beiden End- 
tangenten liegende Fläche mit F' und das Trägheitsmoment 
für die Schwerlinie 8S mit ©, so hat man, unter der Voraos- 
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Setzung, daß H in der eben angegebenen Weise gewählt wurde, 

9^ F'F'. (20) 

Die Inhalte der Flachen F und F' ermittelt man am besten 

mit Hilfe eines Flanimeters. 

In Abb. 47 ist das Verfahren auf ein Schienenprofil an- 
gewendet. — Um die Zentralellipse oder den Querschnittskem 
einer Querschnittsfläche zu 
erhalten, muß man dasselbe 
Verfahren fftr die andere 
Hauptachse wiederholen. 

Außer dem bisher be- 
sprochenen Verfahren, 
das von Mohr herrührt, 
ist noch eine andere 
graphische Methode zur 
Bestimmung von Träg- 
heitsmomenten zu er- 
wähnen, die von Nehls 
angegeben ist. Freilich 
hat diese mit dem Seil- 
polygone nichts zu 
schaffen ; sie soll aber an 
dieser Stelle ebenfalls besprochen werden. Die Nehlssche 
Methode beruht auf einer einfachen Umformung des für das 
Trägheitsmoment aufgestellten Summenausdruckes, nämlich 

wobei a irgendeine beliebig zu wählende Strecke bedeutet. 

Man formt jeden Flächenstreifen dF so um, daß er in (-^j dF 

übergeht, und erhält dann 9 als Produkt aus der Summe dieser 

umgeformten Flächenstreifen und aus a'. 

Qewöhnlich wird bei der Anwendung des Verfahrens der 
Schwerpunkt der Querschnittsfläche noch nicht bekannt sein. Man 
zieht dann irgendwo eine Parallele AA zur Schwerlinie ^ für die 
das Trägheitsmoment ^ gesucht wird und bestimmt sowohl das sta- 
tische Moment als das Trägheitsmoment der Querschnittsfläche fttr 
diese Parallele als Achse. Bei einem Schienenprofile, das in Abb. 48 




I 

Abb. a. 
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wiederum als Beispiel gewählt wurde, kann.man etwa die 
linie dazu benutzen. Dann zieht man in einem Abstände a, der 
beliebig angenommen werden kann^ ' eine Parallele BB zu ÄÄ, 
Den Querschnitt deükt . man sieh in Streifen eingeteilt, die parallel 
zvL ÄÄ und BB gehen. Ein solcher Streifen, der in der Abbil- 
dung durch Queirschraf&erung hervorgehoben ist, mOge die Breite 
(öder . auch die ' halbe Breite bei einem symmetrischen Profile) Zj 
die Höhe dy und den Abstand y von ÄÄ haben. Dann kann 
dF^^edy nnd der Beitrag von dF zum statischen Momente jS' 
gleich yzdy gesetzt werden. Nun konstruiere man eine Strecke V 
so, daß 

: . . ,f~z^ ■ . :■-'■ 

ist, was durch Ziehen der aus der Abbildung ersichtlichen Linien 
oh]|e weiteres geschehen kann. Dann ist 

S^ lydr«^ lygdy ^ a i/dy '^ al*, 

wenn jetzt unter JE* die Fläche verstanden wird, die von der durch 
die Endpunkte der je^ geführten Kurve umschlossen wird. Diese 
Kurve kann nach Ermittelung einer genügenden Zahl ihrer Punkte 
nach dem angegebenen Verfahren eingetragen und die von ihr 
umschlossene Fläche mit Hilfe eines Planimeters ermittelt werden. 
Andererseits ist aber, wenn 8 den Schwerpunktsabstand von ÄÄ 
bedeutet, auch 

S ^sF und daher « = a -=r. (21) 

Hierbei ist unter F der Inhalt der Querschnittsfläche zu verstehen. 
Dir Schwerpunkt ist hiermit bekannt und damit auch die Schwer- 
linie, fEir die das Trägheitsmoment gesucht wird. Anstatt die Kon- 
struktion für diese Schwerlinie unmittelbar weiter zu fiihren, tut 
man aber besser darai^, auch das Trägheitsmoment zunächst fEü: 
die Achse ÄÄ zu ermitteln. Es sei zum Unterschiede von dem 
für die Schwerlinie gültigen mit €f bezeichnet. 

[ Zu jedem z' konstruiert lüan nun auf dieselbe Weise wie 
vorher ein z'^j so daß ..-■ ,^ 

z" ^sl^, also z"^z^^ 

• 1 ■ • »^ • • ' « . 

ist. I^achdem die^ für eine genügende Zahl von Punkten ausgeführt 
ist, erhält, man du^ch deren Verbindung eine zweite Kurve, die in 
der Abbildung duirch eine geatrichelte Linie angegeben ist, während 
die vor^e punktiert ausgezogen war. Die von dieser neuen Kurve 
umpeh^osseiie Fläche, die ebenfalls mit Hilfe des Planimeters aus- 



§ 19/ Die elasÜBche Linie tAg Seilkorrd. 9^ 

zumessen ist, sei mit F'' bezeichnet. Man Hat nun 

^ ^Jy^dF ^Jy^zdy^ €?[flUy « c?F'\ (22) 

Hiermit ist also in der Tat O' bekannt. tJm daraus % zu finden, 
beachte man, daß 

0'=©4.s»J? und daher e = a*(-F"-^\ (23) 
ist. Damit ist die Aufgabe gelöst. 

§ 19. Die elasÜBphe Linie als Seilknrve. 

Ein Balken, der auf Biegung beansprucht wird, erfährt eine 
elastische Formänderung, durch die seine vorher geradlinige 
Längs- Achse in eine Kurve übergeht, die man als die elastische 
Linie des Balkens bezeichnet. Wie Mohr gezeigt hat, kann die 
Gestalt der elastischen Linie durch Konstruktion von zwei Seil- 
ecken gefunden werden. 

Bechnet man die Abszissen x im Sinne der Stabachse und 
bezeichnet man die Ordinate der elastischen Linie für den Quer- 
schnitt o; mit y\ so gilt nach Gl.. (78) des dritten Bandes, auf den 
ich mich hier beziehen muß, um Wiederholungen zu vermeiden, 
die Differentialgleichung 

Ä©g--Jf. (24) 

Hierin ist M das Biegungsmoment für den Querschnitt o;, 
während ^ den Elastizitätsmodul und 9 das Trägheitsmoment 
des Querschnittes bedeutet. 

Vergleicht man mit Gl. (24) die in § 14 abgeleitete Piffe- 
rentialgleichung einer zu einer Belastungsfläche von der In- 
tensität q an der Abszisse x gehörigen Seilkurve (Gl. (2), S. 71 

so erkennt man, daß beide leicht zur Übereinstimmung mit- 
einander gebracht werden können. Falls B konstant ist, braucht 
uwa nur q überaU proportional mit M anzunehmen und zu- 
gleich durch geeignete Wahl von H dafür zu sorgen, daß 



j^ — iL 
Ee H 



(25) 
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ist. Dann stimmen beide Gleichungen völlig miteinander überein 
und daraus folgt, daß die elastische Linie zugleich eine jener 
Seilkurven ist, die man zu einer Belastungsfläche konstruieren 
kann, deren Ordinate an jeder Stelle proportional mit M ist. 
Um unter allen, die möglich sind, gerade jene herauszusuchen, 
die sich mit der elastischen Linie deckt, muß man noch die 
Orenzbedingungen beachten, die der elastischen Linie durch 
die Art der Auflagerung des Balkens vorgeschrieben sind. 

Eine Fläche, deren Ordinaten proportional mit M sind, 
ist uns schon aus § 16 bekannt. Achten wir zunächst nur auf 
einen Balken, der beiderseits frei (d. h. ohne Einspannung) 
aufliegt, so erhält man durch Konstruktion eines Seilpolygons, 
das wir hier als das „erste" Seüpolygon bezeichnen wollen 
und dessen Horizontalzug gleich Hi sein mag, sowie nach Ein- 
tragung der Schlußlinie die „Momentenfläche*', also eine Fläche, 
deren Abschnitte auf lotrechten Linien mit Hi multipliziert 
an jeder Stelle das zugehörige Biegungsmoment M liefern. 
Jene Abschnitte waren in § 16 mit y bezeichnet; da der Buch- 
stabe hier in anderer Bedeutung gebraucht wird, mögen sie jetzt 
mit u bezeichnet werden. Man hat dann 

M = Hiu. (26) 

Ist der Balken in anderer Art aufgelagert, z. B. wie bei den 
in § 17 besprochenen Gerberschen Trägem, so wird sich eben- 
falls eine Momentenfläche konstruieren lassen, von der vor- 
stehende Gleichung gilt. 

Diese Momentenfläche sehe man nun als Belastungsfläche 
für ein „zweites*' Seileck an, dessen Belastungsrichtung mit 
jener des ersten übereinstimmt und dessen Horizontalzug jetzt 
Hu heißen soll. Um der vorher genannten Bedingung zu ge- 
nügen, setzen wir M aus Gl. (26) in Gl. (25) ein, beachten, daß 
q nun durch u und H durch Hn zu ersetzen sind und lösen die 
Gleichung nach Hu auf. Wir finden dann 

Hn = ^. (27) 

Die Dimension von Hu geht aus der Gleichung ebenfalls 
hervor; sie ist 
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— i •om 

Hu ist daher eine Fläche und dies muß anch so sein, weil anch 
die Lasten, die mit Hu vereinigt werden sollen, durch Flächen, 
nämlich durch den Inhalt der Momentenfläche gebildet werden. 

Die Aufgabe, die elastische Linie zu konstruieren, kommt 
demnach darauf hinaus, zu einer gegebenen Belastungsfläche 
eine Seilkurve zu konstruieren, deren Horizontalzug durch 
61. (27) angegeben ist und die zugleich die Grenzbedingungen 
an den Auflagern erfüllt. Li dieser Form wäre aber die Lösung 
der Aufgabe aus verschiedenen Gründen unbequem und man 
ändert sie daher noch ein wenig ab. Man kann nämlich leicht 
darauf verzichten, die wahre Gestalt der elastischen Linie auf 
der Zeichnung zu erhalten — um so mehr als sich diese nur sehr 
undeutlich von der vorher geraden Stabachse abheben würde — , 
wenn man nur anzugeben vermag, wie groß die Ordinate y an 
jeder Stelle ist. 

Zunächst ändert man daher die Grenzbedingungen ab. 
Anstatt darauf zu bestehen, daß die elastische Linie durch die 
Auflagerpunkte gehen müsse, konstruiert man beim frei auf- 
liegenden Balken irgendeine Seilkurve, die im übrigen den 
Bedingungen genügt, und trägt in sie eine Schlußlinie ein, so 
als wenn sie selbst wieder zur Konstruktion einer neuen Mo- 
mentenfläche benutzt werden sollte. Mißt man nun die Ab- 
schnitte zwischen der Schlußlinie und der Seilkurve, die auf 
lotrechten Linien gebildet werden, so geben diese die gesuchten 
Ordinaten y der elastischen Linie an. Man kann dies auf ver- 
schiedene Art nachweisen, am einfachsten, wenn man bedenkt, 
daß das Produkt HuVf wie auch die Seilkurve im übrigen kon- 
struiert sein mag, immer denselben Wert behalten muß, da es 
das Biegungsmoment darstellt, das in einem Balken hervor- 
gerufen würde, der die durch die erste Momentenfläche angegebene 
Belastung wirklich zu tragen hätte. 

Auf einer ganz ähnlichen Erwägung beruht auch die zweite 
Änderung, zu der man sich aus Bücksicht auf die bessere Aus- 
führung der Zeichnung veranlaßt sieht. Bechnet man nämlich 
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Hji nach 61. (27) aus, so erhält man in praktisch vorliegenden 
Fällen eine Mäche, die ganz bedeutend größer ist, als der Inhalt 
der Momentenfläche. Wählt man nun den Maßstab im Kräfte* 
plane so, daß Hji die Grenzen des verfügbaren Baumes nicht 
überschreitet, so fallen die Lasten, die durch die Momentenfläche 
dargestellt werden, zu klein aus, als daß sie noch genau genug 
aufgetragen werden könnten. Dies kann auch nicht überraschen; 
denn man weiß ja in der Tat, daß sich der Balken unter den ge- 
wöhnlich vorliegenden Umständen verhältnismäßig nur sehr 
wenig durchbiegt. Die elastische Linie ist daher eine sehr flache 
Seüknrve, deren Homontalzug sehr groß gegenüber ihren Lasten 
sein muß. Wollte man darauf bestehen, die Ordinaten y der 
elastischen Linie in der richtigen verhältnismäßigen Größe zu 
konstruieren, so würden sie daher in der Zeichnung so klein 
ausfallen, daß man sie mit dem Zirkel kaum noch abstechen 
könnte. 

Man umgeht diese Schwierigkeit, indem man da^ zweite 
Seileck gar nicht mit dem Hotizontalzuge fTn» sondern mit einem 
erheblich kleineren H'u konstruiert, der etwa V« von H-a be- 
tragen mag. Dies hat zur Folge, daß dann alle y in n-facher 
Größe, etwa als y\ erscheinen. Man bedenke nämlich, daß auf 
jeden FaU ^^^^ ^ ^,^^, 

sein muß, da, wie vorher schon bemerkt, jedes dieser Produkte 
die Bedeutung eines Biegungsmomentes für einen Balken hat, 
der die durch die erste Momentenfläche angegebenen Lasten 
wirklich zu tragen hätte. 

Am, besten richtet man es gewöhnUch so ein, daß die y' 
die wahren Werte der y in natürhcher Größe darstellen, während 
alle übrigen Längen, also namentUch die Spannweite des Balk^i^ 
in stark verkleinertem Maßstabe aufzutragen sind. Hat man 
also die Zeichnung ursprünglich in y^ der natürUchen Größe 
angefertigt, so setze man an Stelle von Hu in Gl. (27) 

und man findet dann die elastische Linie in verzerrter Gestalt, 
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so daß ihre Abszissen im Maßstabe 1 : n, die Ordinaten y aber 
in wahrer Größe auszumessen sind. 

In Abb. 49 ist die Konstruktion für einen bestimmten 
Fall im Maßstabe durchgeführt. Ein I-Träger von 30 cm 
Höhe, dessen Trägheitsmoment nach den Frofiltabellen 
9888 cm* beträgt, überdeckt eine Spannweite von 11 m, über 
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Abb. 49. 



die er nach rechts hin noch um 3 m vorkragt, und nimmt die 
in die Zeichnung eingetragenen Lasten auf, von denen eine, 
senkrecht nach oben gerichtet ist. Unmittelbar unterhalb der 
Ansichtszeichnung des Trägers ist mit Hufe eines Seileckes, 
dessen Horizontalzug U\ zu 5000 kg gewählt ist, die Momenten- 
fläche konstruiert. Der rechte Teil stellt negative Momente dar, 

Föppl: Gxaphisohe Statik. 8. Aufl. 7 
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und die ihm entsprechenden Lasten sind daher mit nach oben 
gerichtetem Pfeile in das zweite Seileck aufzmiehmen. 

Wenn der Elastizitätsmodul E =2 100 000 atm angenom* 
men wird, erhält man für Hu nach Gl. (27) 

2 100 000 ^ • 9888 cm* 

Sil ^^n: 4150000 cm«. 

5000 kg 

Beim Ausmessen der Belastungsflächen des zweiten Seil- 
polygons ist zu beachten, daß die Spannweite des Trägers im 
Maßstabe 1 : 200 aufgetragen ist. Hiemach bedeutet 1 qmm 
der Momentenfläche in der Zeichnung in Wirklichkeit das 
40 000 fache oder 400 cm^. Eine zweckmäßige Größe des zweiten 
Kräfteplanes erhält man bei der Wahl des Maßstabes 1 mm 
= 2500 cm^. Hiemach würde freihch H^ gleich 1660 mm auf- 
zutragen sein. Hiervon nehmen wir aber nur j^, setzen also 

Hn= 16,6 mm 

im Kräfteplane. Die Ordinaten der elastischen Linie erscheinen 
dann in hundertfacher Verzerrung oder, da der Maßstab der 
Längen 1 : 200 ist, in der Hälfte der natürlichen Größe. Hätte 
man Hu nur halb so groß gewählt, so hätte man die Durch- 
biegungen in natürlicher Größe gefunden. 

Für die Konstruktion des zweiten Seileckes wurde die Mo- 
mentenfläche in Dreiecke und Trapeze zerlegt. In den Schwer- 
punkten waren Einzellasten anzubringen, die den Flächeninhalten 
proportional sind. Durch deren Zusammensetzung erhielt man 
das Tangentenpolygon, in das nachträgUch die Seilkurve selbst 
mit Hilfe eines Kurvenlineals eingetragen werden konnte. Die 
Schlußlinie geht durch die Schnittpunkte der beiden Auflager- 
vertikalen mit dem Seilpoljgone und von ihr aus sind die Ordi- 
naten der elastischen Linie auf lotrechten Linien abzumessen. Mit 
dem Zirkel findet man leicht die Stelle der größten Durch- 
biegung ^maz des Trägers heraus. In dem Beispiele ergibt sich 
diese auf der Zeichnung zu 15 mm; wegen des vorher besprochenen 
Maßstabes bedeutet dies aber in Wirklichkeit eine Durchbiegung 
von 30 mm. — Der nach rechts vom rechten Auflager aus vor- 
kragende Teil des Trägers hebt sich, wie aus der Zeichnung zu 
erkennen ist, nach oben hin auf und ist mit der Hohlseite nach 
unten hin gekrthnmt, wie es den negativen Biegungsmomenten ent- 
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spricht. Auf der durch den Schnittpunkt des ersten Seilpoljgons 
mit seiner Schlußlinie gezogenen Vertikalen liegt der Wendepunkt 
der elastischen Linie. 

Bisher war angenommen, daß das Trägheitsmoment B konstant 
sei. Die Konstruktion wird aber nicht wesentlich geändert, wenn S 
in beliebiger, aber gegebener Weise veränderlich ist. Man muß 
dann nur, um die Übereinstimmung der Differentialgleichung Mr 
die elastische Linie mit der Gleichung der Seilkurve herzustellen, 

dafür sorgen, daß nun q nicht mehr mit M, sondern mit -^ 

überall proportional ist. Man wähle irgendeinen Querschnitt des 
Trägers, etwa den in der Mitte aus, um dessen Trägheitsmoment ßm 
mit dem Trägheitsmomente S an irgendeiner andern Stelle zu 
vergleichen. Dann forme man die Momentenfläche so um, daß ihre 
Ordinaten u überall »durch 
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ersetzt werden. Da % überall gegeben sein sollte, ist dies leicht 
auszufuhren. Die so umgeformte Fläche ist dann als Belastungs- 
fläche des zweiten Seilpoljgons anzunehmen, dessen Horizontalzug Hu 
nun an Stelle von 61. (27) 

TT «» 

zu wählen ist. 

Unter manchen Umständen kann auch noch ein anderes Ver- 
fahren am Platze sein, das in Abb. 50 zur Ausführung gebracht 
wurde. Ist das Trägheitsmoment des Trägers nämlich absatzweise 
konstant, so kann man die elastische Linie zu jedem Abschnitte 
von gleichem Trägheitsmomente genau wie in Abb. 49 konstruieren. 
Zu jedem andern Abschnitte gehört ein anderer Ast der elastischen 
Linie, der zwar ebenfalls als Seilkurve, aber unter Anwendung 
eines andern Horizontalzuges konstruiert werden kann. Die elastische 
Linie setzt sich dann aus der Aneinanderreihung aller dieser Seil- 
kurvenstücke zusammen, die sich ohne Knick aneinanderschHeßen 
und die Grenzbedingungen an den Auflagerstellen erfüllen müssen. 
Man beginnt mit der Konstruktion etwa am linken Ende, indem 
man den Pol 0^ im Kräfteplane beliebig wählt. An der Über- 
gangsstelle zum nächsten Aste muß der Seilstrahl eine gemeinsame 
Tangente an beide Aste bilden. Im Kräfteplane verlängert (oder 
verkürzt) man daher den zugehörigen Polstrahl so lange, bis der 
Polabstand gleich dem fClr den zweiten Ast nach 61. (27) berech- 
neten Horizontalzuge ^n geworden ist. Den hierdurch bestimmten 
Punkt wählt man als Pol 0^ für die Konstruktion des zweiten 

7* 
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Astes. Auch für jeden folgenden Ast wird auf diese Art ein neuer 
Pol gewählt; also so, daß je zwei aufeinander folgende Pole auf 
dem Polstrahle liegen, der zu dem Seilstrahle an der Übergangs- 
stelle parallel ist und so, daß der Abstand des Poles von der Last- 
linie für jeden Abschnitt- des Trägers gleich dem nach Gl. (27) 
berechneten Horizontalzuge wird. Zuletzt trägt man die Schluß- 
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linie so ein, daß die Grenzbedingungen an den Auflagerstellen er- 
füllt sind; von ihr aus sind dann die Ordinaten der elastischen 
Linie abzumessen. 

La dem Beispiele der Abb. 50 sind die Längen im Maßstabe 
1 : 100 aufgetragen. In dem durch einen Doppelstrich hervor- 
gehobenen mittleren Teile des Trägers ist das Trägheitsmoment zu 
17 350 cm^ an den beiden Enden zu 10000 cm^ angenommen. 
Der Horizontalzug JETi, mit dem die Momentenfläche konstruiert ist, 
beträgt 6000 kg. Für den Horizontalzug des ersten Astes der 
elastischen Linie erhält man nach GL (27) 3 500 000 cml Hier- 
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von ist aber nur der 200. Teil als H^im genommen. Ebenso 

findet man 

, 1 21000000' 17 850 _ , 

ifn^-25ö 6ÖÖÖ ^«30362 cm, 

die durch 30,4 mm im Eräfteplane des zweiten Seilpoljgons dar- 
gestellt werden; als Elastizitätsmodul ist dabei wieder E «=» 
2 100 000 atm angenommen. Die elastische Linie erscheint in 
20Öfacher Verzerrung. Da aber zugleich alle Längen 100 fach 
verkleinert sind, werden die Ordinaten der elastischen Linie in 
doppelter Größe aus der Zeichnung genommen. Die größte Durch- 
biegung ^max findet hier in der Mitte statt; die Zeichnung liefert 
dafOr 11 mm, in Wirklichkeit beträgt daher der Biegungspfeil 
5.5 mm. 

Schließb'ch muß noch auf einige andere Fälle hingewiesen 
werden, die gelegentlich vorkommen können. Geht nämlich zu- 
nächst die Belastimgsebene nicht durch ^ine Querschnittshauptachse 
des Trägers (vgl. hierzu die einschlägigen Lehren des dritten 
Bandes), so zerlegt man die Biegungsmomente in zwei recht- 
winklige- Komponenten, so daß die Ebene jeder Komponente durch 
eine Querschnittshauptachse geht, führt dann fElr beide Kompo- 
nenten die vorher beschriebene Konstruktion durch und findet 
nachträglich Größe und Bichtung der gesamten Durchbiegung als 
geometrische Summe der Durchbiegungen in jenen beiden Haupt- 
richtungen. 

Derselbe Weg führt auch zum Ziele, wenn die am Balken 
angreifenden Lasten überhaupt nicht in einer Ebene enthalten sind. 
Bei Maschinenwellen kommt es z. B. vor, daß sie durch mehrere 
Kräfte auf Biegung beansprucht werden, die zwar alle recktwinklig 
zur Wellenachse stehen, aber nicht parallel zueinander sind (einige 
etwa lotrecht, andere wagrecht). Die elastische Linie wird dann 
eine doppelt gekrümmte Kurve. Man findet ihre Projektionen, 
indem man zuerst nur die lotrechten Komponenten aller Lasten 
berücksichtigt, hiemach die Momentenfläche und das zweite Seü? 
poljgon konstruiert, womit man die Durchbiegungskomponenten im 
lotrechten Sinne findet, und dann die Untersuchung für die wag- 
rechten Lastkomponenten wiederholt. Hierbei ist ein kreisförmiger 
Stabquerschnitt vorausgesetzt oder wenigstens ein Querschnitt, von 
dem jede Schwerpunktsachse zugleich eine Hauptachse ist. Aber 
auch im andern Falle entsteht keine Schwierigkeit; man zerlegt 
dann alle Lasten anstatt in lotrechte und wagrechte in solche Kom^ 
ponjBnten, die in die Richtungen der Querschnittshauptachsen fallen. 
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§ 20. Ermittelung von Fläolieninhalten mit Hilfe 

des Seileokea. 
FlScbeninhalte ennittelt man am besten mit Hilfe eines Plani- 
meters oder, wenn ein solclies nicht zu Gebote steht, durch Zer- 
legen der Figur in einfachere Teile, deren Inhalte auf Grund geo- 
metrischer Sätze sofort berechnet werden können. So gelangt man 
z. B. auf jeden FaU zu einem hinreichend genauen Resultate, indem 
man die Figur in schmale Streifen zerlegt, die sich als Trapeze 
ansehen lassen, den Inhalt für jeden Streifen berechnet nnd alle 
addiert oder anstatt dessen durch Anwendung der Simpsonschen Begel. 
Aus diesem Grunde ist eine Anwendung des Seileokea zur 
Berechnung von Flächeninhalten, die von Cuhnann angegeben worden 
ist, nur von geringer Be- 
deutung. Man macht in- 
dessen immerhin zuweilen 
davon Gebrauch und sie soll 
daher hier nicht ganz fiber- 
gangen werden. 

Das Verfahren ist durch 
Abb, 51, in der es auf die 
Ermittelung des Inhaltes eines 
Kreis quadranten angewendet 
wurde, erläutert In Wirk- 
lichkeit würde man es natfir* 
lieh bei so einfachen Fällen 
nicht gebrauchen; man wird 
Abb. si. aber sehen, daß es in der- 

selben Form auch zum Ziele 
führt, wenn der Kreisbogen durch irgendeine andere Kurve er- 
setzt wird. 

Man teüt den umfang der Grenzkurve (also hier den Kreis- 
bogen) in eine Anzahl von gleichen oder auch ungleichen Teilen. 
Eigentlich sollte diese Anzahl unendlich groß sein; in der Abbil- 
dung sind aber nur drei Teile genommen, und wenn dies auch etwas 
wenig ist, so genügt es doch fast schon zur Erzielung einer ge- 
nügenden Genauigkeit. In der Mitte jedes Bogenelementes bringt 
man eine in lotrechter Richtung gehende Kraft an, die der Pro- 
jektion des Elementes auf die lotrechte Richtung proportional ist. 
Diese Ki^fte setzt man mit Hilfe eines Seilpolygons zusammen. 
Der zugehörige Kräfteplan kann nebenan leicht aufgetragen werden, 
indem man durch die Teilpunkte auf der Kurve Horizontalen zieht, 
die auf der lotrechten Lastlinie die Lasten in der gewünschten 
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Größe ohne weiteres abschneiden. Den Pol wählt man auf der 
X-Achse; der Horizontalzug U kann beliebig angenommen werden. 
Nachdem hierauf das Seilpoljgon zu den Lasten unterhalb kon- 
struiert ist, kann man auch noch die Seilkurve freihändig eintrageui 
da man weiß, daß diese die Polygonseiten auf den durch die Teü- 
punkte der Begrenzungskurve der gegebenen Fläche gezogenen Lot- 
rechten berührt. Man kann nun leicht beweisen, daß die Ordinate y 
der Seilkurve, von der horizontalen ersten Seilspannung aus ge- 
messen, mit dem Horizontalzuge H multipliziert den bis zur zu- 
gehörigen Abszisse x reichenden Teil der gegebenen Fläche angibt. 
Zu diesem Zwecke denke man sich im Punkte xy der Seil- 
kurve eine Tangente konstruiert, die den Winkel q> mit der Hori- 
zontalen bilden möge. Diesen Winkel bildet auch der zur Tangente 
parallel gezogene Polstrahl im Eräfteplane mit der Horizontalen. 
Bezeichnet man die Ordinate der Grenzkurve der gegebenen Fläche 
mit jsr, so hat man f£Lr tg ^> die beiden Werte 

Hierausfolgt Hdy^zä^ 

und daher nach Summierung von bis x 

X 

Hy^i z dx. (30) 



Das Litegral gibt aber in der Tat den bis zur Abszisse x reichen- 
den Teil des Flächeninhaltes an und der Satz ist damit bewiesen. 
Ffir den Inhalt des ganzen Quadranten hat man natürlich das 
Produkt aus der letzten Ordinate if und dem Horizontalzuge H 
zu nehmen. 

Aufgaben. 

11. Aufgabe, Ein Träger ist am einen Ende fest, am andern 
Ende auf einem in schiefer Ridhtimg gehenden Eollenlager aufgelagert; 
man soU die durch gegebene Lasten hervorgebrachten Äuflagerkräfte 
ermitteln (vgl. Abb, 5ä). 

Lösung, Denkt man sich die gegebenen Lasten zu einer 
Besultierenden vereinigt, so muß diese mit den beiden Auflager- 
kräften im Gleichgewichte stehen. Von dem Auflagerdrucke am 
beweglichen Auflager kennt man von vornherein die Richtung, da 
diese senkrecht zur Auflagerbahn stehen muß. Verlängert man 
diese Bichtungslinie bis zum Schnittpunkte mit der Itichtungslinie 
der Besultierenden aller Lasten, so muß durch den Schnittpunkt 
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auch die Bichtungslinie des am festen Auflager übertragenen Auf- 
lagerdruckes gehen. Die Größen beider Auflagerkräffce ergeben 
sich nach Feststellung der Richtungen einfach durch Zeichnen eines 
Eräftedreieckes, in dem die Resultierende der Lasten die dritte 
Seite bildet. 

Anstatt dessen kann man aber auch die Auf lagerkräfte un- 
mittelbar mit Hilfe eines Seilpolygons bestimmen. Durch dieses 
verbindet man zunächst die Lasten; durch Einbeziehen der beiden 
Auflagerkräfte muß es nachher zu einem geschlossenen werden. 
Hat man die Schlußlinie, so findet man die Auflagerkräfte aus 
dem Eräfteplane. Insofern gleicht das Verfahren vollständig dem 
in § 12 beschriebenen. Nur das Eintragen der Schlußlinie erfordert 
hier noch eine besondere Überlegung. Da nämlich die Richtung 
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Abb. 5Sb. 



des Auflagerdruckes am festen Auflager zunächst unbekannt ist, 
muß man die erste Seileckseite durch den festen Auflagerpunkt 
hindurch legen, damit man den Schnittpunkt der ersten Seilspannung 
mit dem Auflagerdrucke angeben kann. 

In Abb. 52 ist dies durchgeführt. Zunächst wurden die Lasten 
1, 2, 3 im Kräfkeplane (52^) aufgetragen und der Pol beliebig 
gewählt. Das Seileck wird dann in Abb. 52*^ vom festen Auflager- 
punkte A aus gezeichnet. Die letzte Seileckseite trifPt die durch 
den Auflagerpunkt B zur Richtung der Auflagerbahn gezogene 
Senkrechte S3 in einem Punkte C, der mit A verbunden die Schluß- 
linie B des Seilpolygons liefert. Dann trägt man B in den Eräfteplan 
(parallel zur SchlußUnie) ein und beachtet, daß die letzte Seilspannung 
mit dem Auflagerdrucke 93 eine in die Richtung der Schlußlinie 
fallende Resultierende ergeben muß. Man zieht daher die Parallele 
zu 9, die ^ im Punkte €f trifft. Auch % ergibt sich dann sofort. 

Man kann nachträglich auch den Punkt Cf als Pol eines 
neuen Seilpolygons wählen, das mit gestrichelten Linien in Abb. 52^ 
eingetragen ist. Bei diesem Seilpolygone wird die Anfangsspannung 



Aufgaben. 



106 



diircli den Auflagerdruck gebildet. Man braucht hier keine Erafk 
willkürlich beizufügen, um das Seilpoljgon zu konstruieren, sondern 
kann die in Wirklichkeit schon vorhandenen benutzen. Legt man 
nachher einen Schnitt durch den Träger, so werden alle Kräfte 
links vom Schnitte durch eine einzige, nämlich durch die vom 
Schnitte mitgetroffene Seilspannimg ersetzt. Ein Seilpolygon von 
dieser Art wird auch als eine Drucklinie bezeichnet. 

Ein Seil könnte die zum Pole 0' gehörige Gestalt des Seil- 
eckes unter dem Einflüsse der gegebenen Lasten freilich nicht auf- 
recht erhalten, weil in den Seilstrecken Druckspannungen yor- 




Abb. 58 a. 
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kämen, die das Seil nicht aufzunehmen vermag. Man kann sich 
aber das Seil durch Stangen ersetzt denken, die an den Last- 
angriffspirnkten gelenkförmig miteinander verbunden sind. Manche 
nennen daher das Seilpolygon in diesem Falle ein Gelenkpolygon; 
ich werde aber an der Bezeichnung Seilpolygon oder Seileck auch 
in solchen Fällen festhalten. 

Schließlich bemerke ich noch, daß man ganz ähnlich wie 
hier auch dann zu verfahren hat, wenn der Träger zwar als ge- 
wöhnlicher Balkenträger mit einem horizontal verschieblichen EoUen- 
lager aufgelagert ist, dabei aber schief gerichtete Lasten trägt, wie 
z. B. ein Dachbinder, der durch Winddruck belastet ist. Auch dann 
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ist das Seilpolygon mit der Anfangsseite durch den festen Auf lager- 
punkt zu führen, damit man von hier aus die Schlußlinie ein- 
tragen kann. 

12. Aufgabe. Das Gewicht Q einer Lokomotive (ohne Ein- 
rechmmg der Badsätsie) soll auf 4 Achsen so verteilt werden, daß 
das eu den beiden vordersten Achsen gehörige DrehgesteU denAnteü 
F^ davon aufmmehmen hat, während auf die beiden hinteren Achsen 
die Anteile Pg uml P, entfallen. Die Federaufhängung ist aus 
Abb. 53 (8, 105) eu entnehmen. Der Schwerpunkt der Lokomotive und die 
Stellung der beiden hinteren Achsen sind gegeben. Man soll die 
Lage der vorderen Achsen so bestimmen, daß die verlangte Lasten- 
Verteilung eintritt, 

Lösung. Im Kräfteplane Abb. 53^ trage man zunächst die 
Lasten P3, Pj? ^1 ^^9 beachte dann, daß der Druck auf dem 
Stützpunkte I aus der Hälffce von P3 besteht und ähnlich bei II 
und III. Dann wähle man einen Pol und konstruiere zu den 
Lasten I, II, III das Seileck mit den Seilstrahlen 1, 2, 3, 4. Die 
Richtung der Last lY oder P^ ist dann so in die Zeichnung der 
Lokomotive einzutragen, daß der Schnittpunkt A der äußersten 
Seileckseiten 1 und 5 auf die gegebene Eichtungslinie der Eesul- 
tierenden Q fällt. Dieser Punkt A ist aber durch 1 und Q bereits 
bekannt, und eine Parallele durch ihn zum Polstrahle 5 im Eräfbe- 
plane liefert den Schnittpunkt B der Seüstrahlen 4 und 5, durch 
den die Last lY gehen muß. Hiermit ist die Lage der vorderen 
Achsen bekannt. 

13. Aufgabe. Ein Telegraphendraht (von ungefähr 4 mm 
Stärke) wiegt 100 gr für den laufenden Meter. Er soll über einer 
Spannweite von 100 m ausgespannt werden, aber so, daß die durch 
das Eigengewicht hervorgebradkte Anspannung nicht mehr als 80 kg 
ausmacht; um wieviel muß man ihn in der Mitte durchhängen lassen? 

Lösung, Man setze l = 100 m, ^ = 10 kg, if = 80 kg in 
Gl. (5) ein, so erhält man f ^ 1,56 m. 

14. Aufgabe. Um wieviel ändern sich H und f im vorher- 
gehenden Fälle infolge einer Temperaturerniedrigu/ng um 20^ C, 

wenn der Ausdehnungskoeffizient eu ^^ , .> ,. und der Elastizitätsmodul 

zu 2200 000 atm angenommen werden? 

Lösung. Wir berechnen zunächst die Bogenlänge b für den 
Pfeil /•== 1,56 m nach Gl. (8) 

6 = Z4.A-^ = 100,065 m. 

Diese Drahtlänge wird durch die Abkühlung um 20® um Tqqä? 
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also um 2 «5 mm verkürzt. Gleichzeitig wird sie aber durch die 
elastische Ausdehnung, die mit der Erhöhung des Horizontalzuges H 
verbunden ist, wieder etwas verlängert. Eine Spannung von 1 kg 
verlsüigert den Draht nach dem Elastizitätsgesetze um 

^ 'EF'^ E "'^^ "^• 

2200000 x-S- 0,1266 cm« 
cm" ' 

Bezeichnen wir den Horizontalzug, der sich nachher einstellt, mit x^ 
so wird durch die Erhöhung um (a; — 80) kg eine Verlängerung 
des Drahtes um 0,36 (x — 80) mm herbeigeführt, und im ganzen 
wird aus h 

y =, 100065 - 25 + 0,36 {x — 80) = (100011 + 0,36«) mm. 

Anderseits ist aber nach Ol. (7) 

QU 

oder nach Einsetzen der hier zutreflfenden Werte 



&' - 100000 (l + ^i) mm. 



Setzt man beide Werte von if einander gleich, so erhält man für x 
die kubische Gleichung 

11 + 0,36a; = ^. 

Am einfachsten erhält man deren Lösung durch Probieren und 

findet genau genug 

X = 95,8 kg. 

Der zugehörige Biegungspfeil f folgt aus GL (5) zu 

, _ 10 kg. 100 m _ . oo ™ 

und die Bogenlänge V wird 

y = 100045,5 mm. 

15, Aufgabe Ein Drahtseil^ von dem ein laufender Meter 
2 leg iviegty überspannt eine horizontale Entfernung von 40 m. Es 
hängt in der Mitte um 2 m durch; wie l<mg ist das Seil und une 
stark ist es gespannt? 

Lösung. Man sucht zunächst die Eonstante a in der Gleichung 

der Eettenlinie 

y '^ a cosh — 
^ a 

(Gl. 17, S. 78) oder den sogenannten Parameter der Eettenlinie 
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auf. Man weiß, daß fftr a; — 20 m, y « a + 2 m ist; a folgt 
dalier aus der Lösung der transzendenten Gleichung 

a -f 2 »s a cosIl — > 

die mit Hilfe der Tafeln der Hjperbelfunktionen aufgelöst werden 
kann. Um zunächst einen Näherungswert für a zu erhalten, be- 
trachte man die Seilkurve als eine Parabel, setze Q «= 80 kg und 
berechne nach Gl. (6) 

16 m ° 

Nach GL (16) würde dies einem Werte a = 100 m entsprechen. 

Wir können daher ^/xr. . » 

a — 100 -+ o 

setzen, worin d einen Wert bezeichnet, der jedenfalls klein gegen 
100 ist. Anstatt nun die- Gleichung 

cosh — = 1 H 

a a 

unmittelbar durch Probieren aufzulösen, was bei Verwendung der 
gewöhnlich zur Verfügung stehenden vierstelligen Tafeln nicht 
genau genug möglich wäre, beachte man, daß 

j— coshi»= sinha? 
ax 

ist, wovon man sich auf Grund der für die Hyperbelfunktionen 
gültigen Exponentialausdrücke leicht überzeugt^ und daß daher 

,20 ,20 , . , 20 d /20\ . 

cosh- « coshj^ +,^—.-^^^^yi 

=« cosh 0,2 — sinh 0,2 • 0,0(»20 • d 

gesetzt werden kann. 

Verfährt man ebenso mit dem andern Gliede der Gleichung, 
so geht diese über in 

cosh 0,2 - 0,0020 • Ä • sinh 0,2 — 1,02 + 0,0002 • d = 0. 

Aus den Tafeln entnimmt man, daß 

cosh 0,2 « 1,0201 und sinh 0,2 « 0,2013 

ist. Setzt man dies in die vorausgehende Gleichung ein und löst 
nach d auf; so erhält man 

d = 0,49 und daher a « 100,49 m. 

Freilich sind auch diese Zahlen wegen Verwendung von vier- 
stelligen Tafeln nicht sehr genau; fQr die praktische Verwendung 
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reicht die Genauigkeit aber immerhin aus. Nachdem a bekannt ist, 
findet man leicht alle übrigen Größen. Der Horizontalzug H ist 

H^ay^ 200,98 kg. 

Die größte . Sejlspannung tritt indessen an den Aufhängepunkten 
auf und ist nach Gl. (18) 

8 = 102,49 . 2 — 204,98 kg. 
Die Länge des halben Seiles beträgt nach GL (14) 

s «3 a sinh — = 100,49 sinh ^r^-^ - 20,128 m. 
a ' 100,49 ' 

Betrachtet man dagegen die Seilkurve als eine Parabel und berechnet 
den Bogen & nach der Näherungsformel Gl. (8), so erhält man 

6 = 40 + y . ^= 40,267 m 

gegenüber 40,256 m bei der Kettenlinie. Der Unterschied beträgt 
nur 11 mm; wenn keine besondere Genauigkeit verlangt wird, 
genügt es daher im vorliegenden Falle noch, die Seilkurve als 
Parabel zu betrachten. 

16, Aufgabe, An dem in der vorigen Aufgabe besprochenen 
Drahtseile soU naiMräglich eine Last von 300 leg in der Mitte auf- 
gdiängt werden. Wie groß wird die Seilspannung und um wieviel 
hängt das Seil nachher in der Mitte durch, wenn von der elastischen 
LängencMerung^ die de^s Seil infolge der höheren Spannung erfährt^ 
abgesehen wird? 

Erste Lösung. Die.SeUkurve setzt sich aus zwei symmetrisch 
zueinander liegenden Ästen zusammen, von denen jeder einen Ketten- 
lihienbogen bildet. Es genügt daher, einen von beiden zu betrachten. 
Dort, wo beide zusammenstoßen, bilden beide Endtangenten einen 
Winkel 2 ip miteinander, wenn hier q> dieselbe Bedeutung hat, wie 
in § 15. 'Aus dem Kräftedreiecke, das f&r beide Seilspannungen 
und die Last P » 300 kg gezeichnet werden kann, folgt 

, F dy , . X 

tg9)-25-5^«8mh-. 

In dieser Gleichung kommen als Unbekannte der Parameter a der 
Kettenlinie und die Abszisse x des zur Seilmitte gehörigen Ketten- 
linienanfanges vor. Rechnet man auch den Bogen s vom Scheitel 
der Ketteiüinie bis zu diesem* Bogenanfange, so läßt sich nach 
Gl. (14) die vorige Gleichung ersetzen durch 

TT-"^ s od^r s «= 75 m. 

2y 
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Fügt man hierzu die in der yorigen Aufgabe bereits berechnete 
halbe Seillänge, so ist der yom Scheitel bis zum Aufhängepunkte 
berechnete Bogen s' ^ _ ^^ ^^^ ^ 

Anderseits ist aber nach Gl. (14) för diese Stelle auch 

s = a smh — ' 

a 

Wir haben demnach die beiden transzendenten Gleichungen 

a sinh ~ =- 75 und o sinh ^^-^ - 95,128 
a a ' 

nach den Unbekannten a und x aufzulösen. Um die Unbekannte x 
zu eliniinieren, schreibe man die Gleichungen 

X . , 76 , « + 20 . , 96,128 

— = arcsmh — und — = — =» arcsmh • 

a a a a 

m 

Man erhält dann für a die Gleichung 

a ( arcsinh — arcsinh — ) =• 20. 

\ a aß 

Durch einfaches Probieren mit Hufe der Tafeln fOr die 
Hjperbelfimktionen, aus denen natürlich auch deren Umkehrungen 
entnommen werden können, läßt sich die Gleichung nicht gut auf- 
lösen. Setzt man z. B. a » lOr, so liefert die linke Seite 15,34, 
setzt man ai=»500, so wird sie 19,90 und für a = oo geht sie 
erst in 20,128 über. Man weiß also zwar, daß a zwischen 500 
und oo liegen muß; zu einer genaueren Bestimmung reichen aber 
wenigstens die gewöhnlich zur Verfügung stehenden yierstelligen 
Tafeln nicht aus. 

Man hilft sich am besten durch eine Beihenentwickelung für 
arcsinh. Für kleine Werte von x ist nämlich die Beihe 

. , 1 x» 1 . 8 Äj* 1 . 8 . 6 a?» . 
arcsinha:=a:-.y-3- + ^^-^^^^-f 

sehr schnell konvergent und es genügt gewöhnlich, nur die beiden 
ersten Glieder beizubehalten. Führt man dies aus, so geht die 
vorige Gleichung über in 

,o.m-|{^-5)-.o. 

Diese läßt sich nach a sofort auflösen und liefert a » 756,0 m. 
Nachdem a bekannt ist, findet man leicht auch alle übrigen Größen, 
nach denen gefragt ist. Zunächst erhält man x aus 

'^tIb-^ ^'^ a; = 74,88 m. 
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Die zu X gehörige Ordinate y ist 

y = 756 cosh^^ «= 759,70 m 

und die zum Aufhängepunkte, d. h zur Abszisse o; -f 20 gehörige 

f/ « 756 cosh ^^ - 761,97 m. 

Der Unterschied von i/ und y gibt die Durchhängung des Seiles 
in der Mitte an; diese beträgt daher jetzt 2,27 m, wobei freilich 
die letzte Stelle wegen Verwendung von vierstelligen Tafeln ganz 
unsicher ist. 

Die größte Seilspannung ist nach Gl. (18) 

S' « yy « 2 ^ 761,97 m = 1524 kg. 

Nachträglich kann man übrigens, wenn man will, auch noch 
den Einfluß der elastischen Dehnung des Seiles berücksichtigen, 
indem man die zu /^ »> rund 1 500 kg gehörende elastische Dehnung 
berechnet und sf = 95,128 m in der vorhergehenden Eechnung ent- 
sprechend größer nimmt. Freilich ist dann die ganze Rechnung 
noch einmal mit dem neuen Werte von ^ zu wiederholen. 

Zweite (angenäherte) Lösung von Aufgabe 15. Man 
achte nicht auf die £j*ümmung des Seiles, sondern setze die Sehne 
gleich dem Bogen. Die Sehne ist zwar etwas kleiner als der Bogen; 
da sich das Seil außerdem aber auch etwas streckt, so ist der 
Fehler um so geringer anzuschlagen. In Aufgabe 14 war die Bogen- 
länge des halben Seiles zu 20,128 m gefunden. Sieht man dies 
nun als Sehne des Eettenlinienbogens an, so erhält man die Durch- 
hängung f nach dem Pythagoräischen Satze 



f = -1/20,128*- 20« =- 2,26 m, 

also fast genau dasselbe wie vorher. Die Spannung ist im tiefsten 
Punkte p, 

Ä = |^-300.^=1330kg. 

Im höchsten Punkte würde sie sich um etwa 2 • 2,26 » 4,52 kg 
erhöhen. Das ist nun freilich zu niedrig. Das Eigengewicht der 
Seilstücke trägt, wie der Vergleich der Werte zeigt, verhältnis- 
mäßig viel zur Spannung des Seiles bei. 

Man kann sich des Näherungsverfahrens auch nur zur Er- 
mittelung von f bedienen und nachdem dies gefunden ist, mit den 
Kettenlinienbogen weiter rechnen. 
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' 17. Aufgabe. Die Belastungsfläche ^nes BMenträgers ist 
ein rechtmnkliges I>reieek; ermiäele die zugehörige Momentenfläehe! 
(S. Abb. 54.) 

Lösung. Es geuttgt schon, die ganze Spannweit« in vier 
gleiche Teile zu teilen; will man genauer Teifahren, so nimmt man 
sechs oder acht Teile, aber 
nicht leicht mehr, da eine 
Einteilung in noch mehr Teile 
der Genauigkeit der Zeichnung 
kaum nodi förderlich wäre. 
Die Schwerpunkte der Tra- 
peze, in die das Dreieck zer- 
legt wurde, liegen einerseits 
sämtlich auf der Schwerlinie 
des Dreieckes, anderseits liegt 
jeder auf einer Linie, die 
^^^ ^ nach dem in Band I, § 27, 

S. 174 der 4. Aufl^e an- 
gegebenen Verfahren gefunden werden kann. 

Nachdem dies geschehen ist, legt man ErSfte doroh die Schwer- 
punkte, die den Flächen proportional sind. Im Eräfteplane werden 
sie durch die mittleren Höhen der Trapeze dargestellt. Dann wählt 
man einen Pol, zeichnet das zugehörige Seilpolygon und sucht die 
Berührungspunkte auf, 
die zwischen diesem 
und der eingeschriebe- 
nen Seükurve be- 
stehen. Kachher bleibt 
nur noch fibrig, die 
Seilkurre mit Hilfe 
des EurvenHnealg oder 
aus &eier Hand ein- 
zutragen. 

18. Aufgabe. Ein 
über drei Öffnungen 
reichender Gerberscher 
"""' ™ Sragträger trägt ge- 

gebene Lasten {Abb. 55); num soll die eugdiörige Momentenfläehe 
honstruieren. 

Lösung, Man vereinigt zuerst die gegebenen Lasten durch 
ein Seilpolygon und trägt in dieses ein System von Schlußlinien 
ein, die an den Auflagervertikalen aneinander grenzen und auf den 
Oelenkvertikalen das Seüpolygon durchschneiden. Zwischen diMen 




Aufgaben. 
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Scblußlinien und dem Seileckzuge liegt die Momentenfläche, die in 
der Abbildung durch Schraffierung hervorgehoben ist und zwar so, 
daß auch den verschiedenen Vorzeichen der Momente dabei Rech- 
nung getragen ist. 

19. Aufgabe. Ein Wagen von 5 m Radstand und je 5 t 
Baddruck fährt über einen Bälkenträger van 8 m Spannweite; er- 
mittele graphisch die MaximaJmamentmfläche (Abb. 56). 




Abb. 66. 

Lösung. Man setzt die zwei Einzellasten durch ein Seil- 
polygon zusammen, in das man eine Anzahl von Schlußlinien ein- 
tragt, die verschiedenen relativen Stellungen 
des Lastensystems zum Träger entsprechen* Die 
Momentenflächen sind entweder Dreiecke (wenn 
nur eine Last über dem Träger steht) oder 
Vierecke (wenn beide Lasten über dem Träger 
stehen). Auf ihre besondere Gestalt kommt 
es nicht an, sondern nur auf die Abschnitte, die sie auf lot- 
rechten Transversalen bilden. Man trägt nachträglich alle diese 
Momentenflächen in Abb. 57 von einer gemeinsamen Grundlinie 

F 5 p p 1 : xaphisohe Statik. 3. Aufl. 8 




Abb. 67. 
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Zweiter AbBchnitt. Daa Seilpoljgfoo odec Seileck. 



aus ab und auoht die ümliüllangBlmie auf Wie diese tmge^ihr 
ausfällt, ist aus der Abbildung zu entnelimeii. 

20. Aufgabe. Ein I-Bälken vom Normaiprofile 30, dessen 
Trägheüsmoment & = 9888 (m* ist, überbrückt eine Spannweite von 

■WWöfe 




ß m und trägt in der Miäe eine Last von 4000 kg. Man konstruiere 
die elastische Linie des Balkens, so daß die Abszissen in '/ino ^^ 
naiärlidien Größe und die Ordinalen in natürlicher Größe erscheinen 
(Abb. 58). 

Lösung. Ala Horizontalzug fflr das erste Seilpolygon ist 
Hl =• 2000 kg gew&hlt. Die Momentenfläche wird ein Dreieck, 
das wir nur in zwei Teile zerlegen wollen, die in der Mitte an- 
einander stoßen. Jeder Teil hat in natürlicher GroBe eine Fläche 

von ^ — - oder 45000 cm*. — Wird der Elastizitätsmodul zu 



2 000000 atm angenommen, so erhält n 
des zweiten Seilpolygons nach Gl. (27). 

n ifit 2. dOOü ... 



I für den Horizontalzug 



- = 9888000 cm'. 
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Der verlangten 100 fachen Verzerrung wegen nehmen wir aber 
anstatt dessen nur den Horizontalzug 

B*n= 98880 cm* 

an. Der Eräfteplan zum zweiten Seilpolygone konnte hiemach 
aufgetragen und das Seilpolygon selbst dazu konstruiert werden. 
Als Maßstab wurde 1 mm « 60. iO cm* gewählt. — Allerdings hat 
man damit nur einen Punkt, nämlich jenen in der Mitt-e genau 
erhalten. Man findet, daß die Durchbiegung an dieser Stelle 
0,91 cm betragt. Oft genügt dies aber schon; im andern Falle 
steht natürlich nichts im Wege, die Momentenfläche in eine größere 
Zahl von Teilen einzuteilen , womit man auch eine entsprechend 
größere Zahl von Punkten der elastischen Linie erhält. 
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Dritter Abschnitt. 

Die Kräfte im Baume. 

§ 21. Zar&okfühnmg auf ein Kraftkrens. 

Zwei Kräfte, deren Bichtungslmien windschief zueinander 
liegen, lassen sich niemals durch eii^e einzige Kraft ersetzen. 
Dagegen kann man beUebig viele Kräfte, die alle windschief zu- 
einander liegen dürfen, durch zwei windschiefe Kräfte ersetzen. 
Der Verein von zwei windschief zueinander Hegenden Kräften 
spielt daher für die Zusammensetzung von Kräften im Baume 
eine ähnliche EoUe, wie eine Einzelkraft in der Ebene. Er bildet 
die einfachste Form, auf die sich jedes gegebene Kräftesystem 
mindestens bringen läßt. Aus diesem Grunde ist eine besondere 
kurze Bezeichnung dafür erwünscht. Wir nennen den Verein 
von zwei windschiefen Kräften ein Kraftkreuz. Um ein 
Kraftkreuz vollständig zu beschreiben, muß man beide Bich- 
tungslinien oder „Wirkungslinien" und auf jeder von ihnen eine 
mit Pfeil versehene Strecke angeben, die die Größe der auf ihr 
enthaltenen Kraft darstellt. 

Legt man einer von beiden Kräften des Kraftkreuzes den 
Wert Null bei, so geht das Kraftkreuz in eine Einzelkraft über; 
wir können daher, um die möglichen Ausnahmen nicht jedesmal 
besonders hervorheben zu müssen, eine Einzelkraft auch als 
einen besonderen Fall eines Kraftkreuzes auffassen. Ebenso soll 
es uns freistehen, auch ein Kräftepaar gelegentlich als Sonder- 
fall eines Kraftkreuzes aufzufassen; denn das Kraftkreuz geht 
in ein Kräftepaar über, sobald wir beide WirkungsUnien parallel 
zueinander werden lassen und zugleich beide Kräfte gleich groß 
und entgegengesetzt gerichtet annehmen. Ip der Begel wird aber, 
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wenn von einem Kraftkreuze die Bede ist, vorausgesetzt, daß 
keiner von diesen Ausnahmefällen vorliege. 

Die Zurückführung eines beliebig gegebenen Kräftesystemes 
auf ein Kraftkreuz beruht auf der folgenden einfachen Be- 
trachtung. In Abb. 59 stelle K den Umriß des Körpers dar, an 
dem die Kräfte angreifen, und M sei der Angriffspunkt einer 
dieser Kräfte, die mit $ß bezeichnet sei. Die übrigen Kräfte, die 
in der Zeichnung weggelassen sind, denke man sich an beliebigen 
Angriffspunkten und in beliebiger Größe und Bichtung hinzu. 
Man wähle femer einen Funkt A und eine Ebene s beliebig aus, 
jedenfalls aber so, daß A nicht in s liegt. 
Dann lege man von A aus eine Ebene % 
durch die Kraft ?ß, durch die, wie wir 
sagen können, $ von A als Projektionjs- 
zentrum aus projiziert wird. Auch durch 
jede andere der gegebenen Kräfte denke 
man sich eine solche projizierende Ebene 
gelegt. Diese Ebenen schneiden im all- 
gemeinen die Ebene «, und die Schnitt- Abb. 69. 
Knie geht durch jenen Punkt M\ in dem 
die Bichtungslinie von $ß die Ebene b durchstößt. Von den 
Ausnahmefällen, die hier möglich sind, sei zunächst abgesehen, 
da sie nachher besonders besprochen werden sollen. 

Nun verschiebe man den Angriffspunkt von ^ nach dem 
in der Ebene b hegenden Punkte Jf ' und zerlege $ß in zwei 
Kräfte ^JJa und ?ß,, von denen die OTSte längs der Verbindungs- 
linie M'Aj die zweite längs der Schnittlinie 6% geht. Diese Zer- 
legung ist ohne weiteres ausfuhrbar, da alle drei Bichtungs- 
linien in der Ebene x enthalten sind. 

Nachdem die gleiche Zerlegung auch mit allen übrigen 
gegebenen Kräften vorgenommen ist, haben wir doppelt soviel 
Kräfte als zu Anfang. Hiervon geht aber die eine Hälfte durch 
den Punkt A, während die andere in der Ebene b enthalten 
ist. Wir können die erste Gruppe ohne weiteres durch eine Be- 
sultierende 81^ ersetzen, und auch die in der Elbene s liegenden 
liefern im allgemeinen eine Besultierende 91 «, die nach den 
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früher besprochenen Eegehi gefunden werden kann. Hierbei 
kann zwar der Ausnahmefall vorkommen, daß die Kräfte in der 
Ebene s ein Kräftepaar liefern; wenn wir dieses aber als eine 
unendhch kleine, unendlich ferne Kraft deuten, braucht davon 
nicht besonders gesprochen zu werden. — Jedenfalls sind nach 
Ausführung der Zusammensetzung die gegebenen Kräfte voll- 
ständig durch das Kraftkreuz der Kräfte 91^ und 91, ersetzt, wobei 
es freiUch vorkommen kann, daß eine der beiden Kräfte eine 
unendlich kleine und unendlich ferne Kraft ist, oder daß auch 
eine von beiden ganz verschwunden ist, nämUch dann» wenn zu- 
fäUig die durch den Punkt Ä gehenden oder die in der Ebene s 
liegenden Kräfte im Gleichgewichte miteinander gestanden haben 
sollten. 

Was nun die Ausnahmefälle anbelangt, von denen vorher schon 
die Bede war, so kann es zunächst vorkommen, daß eine der 
Kräfte $ zur Ebene € parallel ist. Im allgemeinen wird auch 
dann noch die projizierende Ebene tt die Ebene s längs einer Ge- 
raden eit schneiden, die dann zur Richtung von $ parallel ist. In 
diesem Falle ziehe man auch durch A eine Gerade, die zu jenen 
beiden parallel ist und zerlege $ in der Ebene tt in zwei parallele 
Kräfte, von denen eine durch A geht, während die andere in die 
Schnittlinie btc fällt. Diese Aufgabe läßt sich nach den Lehren 
des vorigen Abschnittes stets ohne weiteres lösen. Hiermit ist aber 
gerade so wie im früheren Falle 5ß in zwei Kräfte zerlegt, von 
, denen eine durch A geht, während die andere in s liegt. 

Nun kann es freilich vorkommen, daß auch die projizie- 
rende Ebene n parallel zu £ wird. Die Schnittgerade en fällt 
dann mit der unendlich fernen Geraden der Ebene e zusammen 
und die Kraft $ ist in eine durch A gehende Kraft, die mit $ 
gleich groß und gleich gerichtet ist und in eine unendlich kleine 
und unendlich ferne Kraft zu zerlegen, deren Richtungslinie mit 
der unendlich fernen Geraden der Ebenen e und n zusammenfällt, 
zu zerlegen. Wenn man die Benutzung der unendlich fernen 
Elemente zur Durchführung der Betrachtung nicht scheut, ist daher 
auch in diesem Falle die verlangte Zerlegung von $ sofort aus- 
geführt. Anstatt dessen kann man auch sagen, daß bei der Parallel- 
verlegung von 5ß nach A ein Kräftepaar auftritt, dessen Ebene 
parallel zu £ ist und das nachträglich in die Ebene £ verschoben 
werden kann. Dann ist 5ß durch eine Einzelkraft am Punkte A 
und ein Kräftepaar in der Ebene £ ersetzt. — Die fernere Zu- 
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sammensetzung der Kräfte am Punkte Ä und in der Ebene e kann 
aber auf jeden Fall genau so erfolgen, als wenn diese besonderen 
Lagen gar nicht vorgekommen wären. 

§ 22. ZusammenBetBung von Kräftepaaren. 

Von den Eigenschaften der Ejräftepaare war schon früher, 
namenthch im ersten Bande, wiederholt die Eede. Hier wird es 
aber nötig, das Wichtigste davon noch einmal zusammenzu- 
stellen und die Betrachtungen zugleich so weit zu ergänzen, als 
erforderUch ist, um den Gegenstand vollständig zu erledigen. 

Zunächst erinnere ich daran, daß als graphische Darstellung 
eines Kräftepaares das Parallelogramm betrachtet werden kann, 
von dem zwei gegenüberliegende Seiten die beiden 
Kräfte des Paares angeben (vgl. Abb. 60). Wählt 
man irgendeinen Punkt in der Ebene des Kräfte- 
paares als Momentenpunkt, so ist das Moment 
des Kräftepaares — worunter man die Summe Abb. eo. 
der Momente beider Kräfte versteht — stets gleich 
groß und der Wert dieses Momentes wird durch den Flächen- 
inhalt des Parallelogramms angegeben. Das Vorzeichen des 
Momentes folgt zugleich aus dem Umlaufssinne, der durch die 
Pfeile beider Kräfte bestimmt ist. 

Wir wollen uns nun überlegen, welche Veränderungen 
man mit dem Kräftepaare und mit seinem sichtbaren Aus- 
drucke, dem Parallelogramm, vor- 
nehmen darf, ohne an dem Ver- ^^^ß' ^^^P» 
halten des Körpers, an dem es ^^^^ ^^^^ 
angreift, etwas zu ändern. Zu- ^vJ"'" 

^ ' Abb. 61. 

nächst läßt sich zeigen, daß das 

Parallelogramm beliebig innerhalb seines Parallelstreifens ver- 
schoben werden darf, solange nur die beiden GrundUnien, die 
die Kräfte darstellen, hierbei ihre Längen und das Parallelo- 
gramm selbst daher seinen Inhalt nicht ändern. An Stelle des 
Parallelogramms I in Abb. 61 kann also das Parallelogramm II 
genommen werden. Dies folgt nämlich aus dem Satze von der 
Verschiebung des Angriffspunktes, indem II aus I durch bloße 
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Verschiebungen der Angriffspunkte beider Kräfte des Paares 
längs ihrer Bichtungslinien hervorgeht. 

Femer kann man innerhalb des Parallelogramms eine Ver- 
tauschung jener Seiten vornehmen, die man als Darstellungen 
der beiden Kräfte des Paares betrachtet. Der Beweis für diese 
Behauptung ergibt sich aus Abb. 62. In dieser sei zunächst das 
Kräftepaar der Kräfte 1 und 1' gegeben. Man füge ihnen zwei 
neue Kräfte 2 und 2' zu, die sich gegenseitig aufheben und von 
denen jede so groß ist, wie es der Diagonale desParallelogrammes 
entspricht, mit der ihre Bichtungslinien zusammenfallen. Setzt 

man nun 1 und 2 zu einer Besultierenden 3 
zusammen, so geht diese durch den Schnitt- 
punkt ihrer Bichtungslinien, und Größe und 
Bichtung ergibt sich durch geometrische 
Summierung aus 1 und 2. Es ist nicht 
nötig, dazu ein besonderes Kräftedreieck 
Abb. 62. 2^ zeichnen, da schon innerhalb des vor- 

handenen Parallelogramms ein Dreieck vor- 
kommt, von dem eine Seite die Kraft 1, die andere die Kraft 2 
darstellt. Die dritte Seite gibt daher Größe und Bichtung der 
Besultierenden 3 an und man erkennt, daß diese Kraft duroh 
die mit der Ziffer 3 bezeichnete Parallelogrammseite schon voll* 
ständig nach Größe, Bichtung und Lage dargestellt ist. Hier- 
bei ist nur der Angriffspunkt auf den nächsten Eckpunkt des 
Parallelogramms längs der Bichtungslinie zurückverlegt. Ebenso 
geben die Kräfte 1' und 2' die durch die Parallelogrammseite 3' 
dargestellte Besultierende. 

Damit ist aber der Satz bewiesen, denn in der Tat ist gezeigt, 
daß das Kräftepaar aus 1 und 1' durch Zufügung der beiden sich 
gegenseitig aufhebenden Kräfte 2 und 2' in das Kräftepaar aus 
3 und 3' übergeführt werden kann, das demnach mit dem vorigen 
gleichwertig ist. Es ist daher gar nicht nötig, beim Auftragen 
eines Parallelogramms zur Darstellung eines Kräftepaares ge- 
nauer anzugeben, welches Paar Gegenseiten die Kräfte des Paares 
bezeichnen soll; man kann es vielmehr dem freien Beheben an- 
heimstellen, welches Paar dazu gewählt werden soll, wenn nur 




■ 

§ 22. Zusammensetzung von Eräftepaaren. 121 

der Umlaufssinn etwa durch Beifügung eines Drehpfeiles näher 
bezeichnet wird. 

Durch eine bekannte planimetrische Konstruktion läßt sich 
ein Parallelogramm in ein anderes verwandeln, das gleichen 
Inhalt hat und dessen Grundlinie daher in demselben Verhält- 
nisse verkleinert, als die Höhe vergrößert ist (oder umgekehrt). 
Betrachtet man beide Parallelogramme als Darstellungen von 
Kräftepaaren von gleichem Umlaufssinne, so sind auch beide 
Kräftepaare gleichwertig miteinander, so daß sich das eine durch 
das andere ersetzen läßt. Der Beweis folgt 
aus Abb. 63. Man hat zunächst das Paral- 
lelogramm ABCD, in dem die Seiten DA 
und BC die Kräfte 1 und 2 des ursprünglich 
gegebenen Kräftepaares darstellen. Nach- 
dem das inhaltsgleiche Parallelogramm 
AEFO konstruiert ist, denke man sich die 
Kraft 2 in zwei parallele Komponenten 3 und 4 zerlegt, von 
denen eine auf die Grundlinie AG oder AD^ die andere auf die 
Gegenseite EF fällt. Die Summe aus den Kräften 3 und 4 muß 
gleich 2 sein und außerdem muß für einen auf 2 hegenden 
Momentenpunkt das Moment von 3 gleich groß und entgegen- 
gesetzt gerichtet dem Momente von 4 sein. Daraus folgt, daß 
die gesuchte Kraft 3 durch die Strecke EF und die Kraft 4 
durch die Strecke OD dargestellt wird. 

Nachdem 2 zerlegt ist, kann man 1 und 4, die auf dieselbe 
Gerade fallen, zu einer Besultierenden vereinigen, die mit 5 
bezeichnet werden mag. Da 1 und 4 entgegengesetzten Pfeil 
haben, ist 5 gleich der Differenz von beiden und wird durch die 
Strecke OA dargestellt. Hiermit sind die ursprünglich gegebenen 
Kräfte 1 und 2 vollständig durch die Kräfte 3 und 5 ersetzt. 
Die durch die Parallelogramme ABGD und AEFO dargestellten 
Kräftepaare sind also in der Tat gleichwertig miteinander. 

SchUeßUch läßt sich noch zeigen, daß zwei Kräftepaare, die 
durch irgend zwei in derselben Ebene hegende Parallelogramme 
dargestellt werden, falls diese nur gleichen Inhalt haben und zu 
demselben Umlaufssinne gehören, gleichwertig miteinander sind. 
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Abb. 64. 



In Abb. 64 seien ABGD und EFOH die inhaltsgleichen Pa- 
rallelogramme. Man verschiebe zmiächst ABCD innerhalb des 
Farallelstreifens in die Lage J KLM; dann forme man um auf 
JNOP. Dieses Parallelogramm läßt sich aber, da es mit EFOH 
gleichen Inhalt haben soll und mit ihm in demselben Parallel- 
streifen liegt, durch EFOH ersetzen und hiermit ist in der Tat 
nachgewiesen, daß die durch die Parallelogramme ABCD und 
EFOH dargestellten Kräftepaare gleichwertig miteinander sind. 

Ein Eräftepaar kann 
daher in seiner Ebene 
beliebig verschoben 
.- und zugleich sonst 
umgeformt werden, so- 
lange nur das statische 
Moment weder dem 
Werte noch dem Vor- 
zeichen nach geändert 
wird. Es genügt daher zur 
Darstellung des Kräftepaares auch, irgendwo in der Ebene 
eine Normale nach jener Seite hin zu ziehen, von der aus 
gesehen das Kräftepaar eine Drehung im Uhrzeigersinne her- 
vorzubringen sucht und die Größe des Momentes auf dieser 

Normalen in irgendeinem Maßstabe 
abzutragen. Diese Strecke heißt 
der Momentenvektor und aus den 
vorhergehenden Betrachtungen folgt, 
daß dieser beliebig parallel zu sich 
verschoben werden darf. In dieser 
Hinsicht steht er durchaus im Gegen- 
satze zu jener Strecke, durch die man 
eine Einzelkraft darstellt. Diese darf keineswegs, oder wenigstens 
nicht ohne einen anderweitigen Ausgleich parallel zu sich ver- 
schoben werden, während beim Momentenvektor die Verschiebung 
ohne weiteres und ohne jede Kompensation zulässig ist. 

Ein Kräftepaar kann ferner auch in eine 
parallele Ebene verschoben werden. Um 




Abb. 65. 
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sich hiervon zu überzeugen, betrachte man Abb. 65. In der 
Ebene a sei das aus den Kräften 1 und 2 gebildete Kräftepaar 
gegeben. Man ziehe irgendeine zu a parallele Ebene ß und pro- 
jiziere das Parallelogramm 1, 2 durch rechtwinkhge Projektions- 
strahlen auf ß; die Projektion Uefert das Parallelogramm 5, 6. 
Dann lege man in dem hierbei entstehenden Parallelepiped die 
Diagonalebenen durch 1 und 5 imd durch 2 und 6 und suche 
deren Schnittlinie auf, die in der Mitte zwischen a imd ß ver- 
läuft. Nach diesen Vorbereitungen bringe man zwei neue Kräfte 
3 und 4 an dem Körper an, die sich gegenseitig aufheben und 
deren Bichtungslinien mit der vorher ermittelten Schnittlinie 
zusammenfallen. Jede dieser beiden Kräfte sei doppelt so groß 
als eine der Kräfte 1 oder 2. An Stelle des Kräftepaares 1, 2 
tritt jetzt der Verein der vier Kräfte 1, 2, 3, 4. Diese kann man 
nun in geeigneter Weise zusammenfassen. Wir bilden zunächst 
die Eesultierende aus 1 und 3. Da beide Ejräfte entgegengesetzt 
gerichtet sind und 3 doppelt so groß ist als 1, ist die Besultierende 
gleich gerichtet mit 3 und so groß wie 1 oder 2. Dabei hegt sie 
außerhalb des aus den Bichtungslinien von 1 und 3 gebildeten 
Parallelstreifens nach der Seite der größeren Kraft hin, in solchem 
Abstände, daß für einen auf 3 gelegenen Momentenpunkt das 
Moment der Besultierenden gleich dem Momente von 1 ist. 
Daraus folgt, daß die Besultierende aus 1 und 3 durch die mit 5 
bezeichnete, in der Ebene ß enthaltene Strecke dargestellt wird. 
Ebenso liefern 2 und 4 die durch die Strecke 6 dargestellte Be- 
sultierende. 

Nach Ausführung dieser Zusammensetzungen sind die Kräfte 
1, 2, 3, 4 und daher auch das ursprüngUch gegebene Kräftepaar 
1, 2 durch das Ejräftepaar 5, 6 ersetzt. Das Parallelogramm 5, 6 
bildet aber die Projektion des Parallelogramms 1, 2 auf die Ebene 
ß und damit ist bewiesen, daß das Kräftepaar 1, 2 ohne weitere 
Änderung auch in die beUebig angenommene parallele Ebene ß 
verschoben werden darf. Nachträglich können natürUch auch 
mit dem Kräftepaare 5, 6 innerhalb der Ebene ß wieder alle jene 
Verschiebungen und Umformungen vorgenommen werden, von 
denen vorher die Bede war. 
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Hieraus folgt zugleich auch, daß der Momentenvektor eine» 
Kräftepaares nicht nur, wie wir vorher sahen, parallel zu sich 
selbst, sondern zugleich auch längs seiner eigenen Bichtungs- 
linie beliebig verschoben werden darf. Man kann daher alles, 
was bisher von den Kräftepaaren bewiesen wurde, auch dahin 
zusammenfassen, daß das Kräftepaar durch Angabe des Momen- 
tenvektors bereits genügend beschrieben wird und daß dieser 
Vektor ein völlig freier Vektor ist, der an jedem be- 
liebig gewählten Punkte angeheftet werden darf. Es kommt 
bei ihm gar nicht auf die Lage, sondern nur auf seine Größe 
und seine Eichtung an. Der Vektor, durch den eine Einzel- 
kraft dargestellt wird, kann im Gegensatze zum Momenten- 
vektor nur längs seiner Bichtungslinie und nicht parallel dazu 
verschoben werden; bei ihm kommt es nicht nur auf Bichtung 
und Größe, sondern auch auf die Lage der Bichtungslinie an. 
Um diesen Unterschied in anschaulicher Sprache hervorzu- 
heben, bezeichnet man die Einzelkraft als einen 1 i n i e n f 1 ü c h- 
tigen Vektor im Gegensatze zu dem völlig freien Vektor, 
durch den ein Kräftepaar dargestellt wird. 

Sind zwei Kräftepaare gegeben, die entweder in derselben 
Ebene oder in zwei parallelen Ebenen liegen, so schiebe man 
sie zunächst in dieselbe Ebene, stelle jedes durch ein Parallelo- 
gramm dar, so daß die Seiten in beiden parallel laufen und die 
Grundlinien gleich groß sind und lege die Parallelogramme 
mit einer gemeinsamen Grundlinie nebeneinander oder aufein- 
ander, aber so jedenfalls, daß die gemeinsame Grundlinie im 
einen Parallelogramme eine Kraft von entgegengesetztem Pfeile 
wie im andern Parallelogramme bedeutet. Von den vier Kräften 
heben sich dann die beiden aufeinander gelegten gegenseitig 
auf und die beiden andern bilden ein neues Kräftepaar, das die 
Besultierende der beiden gegebenen Kräftepaare bildet. Hatten 
beide Kräftepaare gleichen Drehsinn, so liegen ihre Flächen 
nebeneinander und das Parallelogramm des resultierenden Kräfte- 
paares ist gleich der Summe aus den Flächen der Parallelogramme 
der einzelnen Kräftepaare. War der Umlaufssinn entgegengesetzt, 
so tritt an die Stelle der Summe die Differenz der Flächen. 



§ 88. ZnsamineiuetBiiiig Ton Ezäftepaaren. 



125 



Man kann diese einfache Betrachtung auch dahin zu- 
sammen&ssen, daß der Momentenvektor des resultierenden 
Kräftepaares gleich der geometrischen Summe der Momenten- 
vektoren der gegebenen Eraftepaare ist. Bei gleichem Um- 
lanfesinne sind beide Momentenvektoren gleich gerichtet nnd 
ihre geometrische Summe ist gleich der numerischen Summe 
aus beiden, also gleich der durch einfaches Zusammenzahlen 
der Momentenbetrage gebildeten Summe. Bei entgegengesetztem 
ümlau&sinne sind die Momentenvektoren entgegengesetzt ge- 
richtet und ihre geometrische Smnme wird durch die Differenz 
der absoluten Beträge angegeben. — Diese Betrachtungen 
bleiben natürlich auch noch anwendbar, wenn mehr als zwei 
Eraftepaare in derselben oder in parallelen Ebenen zu einer Be- 
sultierenden vereinigt werden sollen. 

Um zwei Kräftepaare zusammenzusetzen, die in verschie- 
denen Ebenen li^en, kann man sich des durch Abb. 66 darge- 
stellten Verfahrens bedienen. Das Kräftepaar in der Ebene a 
sei durch das Parallelogramm 1, 2 zur Darstellung gebracht, von 
dem die Grundlinie 2 mit der Schnitt- 
linie äß beider Ebenen zusammenfällt. 
Auf Reiche Art führe man auch das 
in der Ebene ß liegende Kräftepaar 
auf ein ParaUelogramm 3, 4 zurück, 
von dem eine Seite 3 in die Schnitt- 
linie aß fällt. Wir können es dabei 
so einrichten, daß beide Parallelo- 
gramme gleiche Grundlinien haben 

und daß sie mit einer gemeinschaftlichen Seite in der Schnitt- 
linie aß aneinander grenzen. Femer sollen auch beide so 
aneinander geschoben sein, daß die gemeinschaftliche Seite in 
beiden Parallelogrammen Kräfte von entgegengesetztem Pfeile 
darstellt. Dies läßt sich immer leicht erreichen; denn sollten 
etwa 2 und 3 nicht, wie in Abb. 66 angenommen ist, von ent- 
gegengesetztem, sondern von gleichem Pfeile sein, so brauchte 
man nur die Ebene ß über die Schnittlinie aß hinaus zu ver- 
längern und das Parallelogramm 3, 4 in die Verlängerung zu 




Abb. 68. 
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schieben, so daß nachher 4 sieh mit 2 deckte. Diese wären dann 
von entgegengesetztem Pfeile nnd die Figur würde sich von 
Abb. 62 nur dadurch unterscheiden, daß das, was jetzt in einem 
der zwischen den Ebenen a und ß gebildeten Keile gezeichnet 
ist, sich nachher in dem Nebenkeile abspielte. 

Die zum Zusammenfallen gebrachten Kräfte 2 und 3 heben 
sich gegenseitig auf und es bleiben nur noch die Kräfte 1 und 4 
übrig, die ein Kräftepaar miteinander bilden, das die Besul- 
tierende aus den Kräftepaaren 1, 2 und 3, 4 ausmacht. Das 
resultierende Kräftepaar liegt in einer neuen Ebene y, die von 
a und ß verschieden ist ; es wird durch das mit einer Schraffierung 
versehene Parallelogramm dargestellt. NachträgUch kann man 
das Parallelogramm in der Ebene y wieder beliebig umformen 
oder es auch in eine zu y parallele Ebene verschieben, wenn 
man nur darauf achtet, daß der Momentenvektor dabei nach 
Größe und Eichtung unverändert bleibt. 

Um den Zusammenhang zu erkennen, der zwischen den 
Momentenvektoren der drei Kräftepaare besteht, fertigen wir 

in Abb. 67 eine neue Zeichnung 
an, die als rechtwinklige Projektion 
auf eine zur Schnittlinie aß senk- 
rechte Ebene zu betrachten ist. Die 
drei Parallelogramme projizieren 
.^ sich als Abschnitte auf den Spuren 
Abb. 67. der Ebenen a, ß, y. Da die drei Pa- 

rallelogramme gleiche Grundlinien 
hatten, verhalten sich ihre Flächen oder die von ihnen dar- 
gestellten Momente wie die Seiten des von den Spuren «, 
ß, y gebildeten Dreieckes. Die Momentenvektoren der drei 
Kräftepaare seien mit 21, S5, S bezeichnet; sie liegen in der 
Ebene der Abb. 67 und können in dieser ohne weiteres auf- 
getragen werden. Der Momentenvektor S5 des Kräftepaares 
in der Ebene ß steht rechtwinklig zu ß und ist, wie aus dem Ver- 
gleiche mit Abb. 66 ohne weiteres folgt, mit dem Pfeile senkrecht 
nach oben gerichtet. Der Maßstab, in dem die Momentenvek- 
toren aufgetragen werden sollen, kann nach Belieben gewählt 
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werden. Da wir schon wissen, daß sich die Momente jedenfalls 
wie die Seiten des Dreieckes «, /J, y verhalten, ist es am einfach- 
sten, die Strecke S5 gleich der auf ß liegenden Dreieckseite zu 
machen. Auch ^ und ^ sind dann gleich den Abschnitten auf 
a und y zu setzen. Der Momentenvektor 31 des in der Ebene a 
liegenden Eiäftepaares hat, wie aus Abb. 66 hervorgeht, einen 
dort dem Beschauer zugewendeten Pfeil. Hiemach ist auch der 
Pfeil von % in Abb. 67 gewählt und zwar ist die Strecke so an- 
getragen, daß die Pfeile von 31 und 83 aufeinander folgen. Nach- 
dem 81 und S3 aufgetragen sind, verbinde man ihre Endpunkte 
miteinander. Man erhält dann ein Dreieck, das mit dem Drei- 
ecke a, ß, y kongruent ist, da es mit ihm in zwei Seiten und dem 
dazwischen liegenden Winkel übereinstimmt. Hieraus folgt, daß 
auch die dritte Seite gleich lang mit dem Abschnitte auf y ist 
und daß beide ebenso wie die andern einander entsprechen- 
den Seiten rechtwinklig zueinander stehen. Die dritte Seite gibt 
daher den Momentenvektor ® an. Der Pfeil von S folgt wieder 
aus dem Vergleiche mit der Übersichtszeichnung in Abb. 66. 
Hiermit ist bewiesen, daß der M o m entenvektor 
des resultierenden Kräftepaares gleich der 
geometrischen Summe der Momentenvek- 
toren der beiden gegeb enen Kr äf t ep aar e 
ist. Wir sind damit zu dem einfachsten Verfahren gelangt, 
dessen man sich zur Vereinigung beUebig gegebener Kräftepaare 
bedienen kann. Man stellt alle gegebenen Kräftepaare durch 
ihre Momentenvektoren dar und bildet aus diesen die geome- 
trische Summe. Der Vektor, den man hierbei erhält, gibt das 
resultierende Kräftepaar an. Zugleich erkennt man, daß sich 
beliebig gegebene Kräftepaare stets durch ein einziges Kräfte- 
paar ersetzen lassen. Ist die geometrische Summe der Mo- 
mentenvektoren gleich N ull, so stehen die Kräftepaare im Gleich- 
gewichte miteinander. 

Teil bemerke schließlich noch, daß man durch analytische Be- 
weisführung auf Grund des Momentensatzes die vorhergehenden 
Betrachtungen freilich erheblich abkürzen kann; ich halte es aber 
für nützlicher, diese Untersuchung mit den einfachsten Hilfsmitteln, 
deren man sich beim Zusammensetzen von Kräften bedienen kann. 
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folgerecht, wenn auch vielleicht etwas weitschweifig, durchzuführen. 
Man wird dadurch mit dem 6egenst>ande genauer vertraut, als 
wenn man sich damit begnügt, die letzten Folgerungen, zu denen 
wir gelangten^ als Behauptungen aufzustellen, die mit Hilfe des 
Momentensatzes bewiesen werden. 



§ 23. Gleichwertigkeit von Kraftkreuzen. 

Wir kehren jetzt zu den Untersuchungen in § 21 zurück. 
Um ein beliebig gegebenes Kräftesystem auf ein Kraftkreuz 
zurückzuführen, wählten wir einen Punkt A und eine Ebene b 
beliebig aus und zerlegten dann alle ICräfte so, daß eine Kom- 
ponente durch A ging, während die andere in e lag. Da^durch 
gelangten wir schUeßlich zu einem Kraftkreuze, dessen eine Kraft 
ebenfalls durch den beliebig gewählten Punkt A ging, während 
die andere in der beliebig gewählten Ebene ß enthalten war. 

Hieraus folgt, daß man ein gegebenes System von Kräften 
nicht nur auf ein einziges Kraftkreuz zurückführen kann, son- 
dern daß man, je nach anderer Wahl des Punktes A und der 
Ebene «, unendlich viele Kraftkreuze konstruieren kann, die 
alle das gegebene Kräftesystem ersetzen und die daher auch 
alle untereinander gleichwertig sind. Hierbei mag nocli bemerkt 
werden, daß zwei Kraftkreuze oder überhaupt zwei Kräfte- 
systeme als „gleichwertig** bezeichnet werden, wenn sich 
das eine durch das andere am starren Körper vollständig er- 
setzen läßt, so daß es für das Verhalten des Körpers gleichgültig 
ist, ob das eine oder das andere an ihm angreift. Eine Einzel- 
kraft, die gegebenen Kräften gleichwertig ist, bezeichnet man 
als deren Besultierende. Man kann aber nicht wohl ein Kraft- 
kreuz, das gegebene Kräfte ersetzt, als ein resultierendes Kraft- 
kreuz bezeichnen, weil es nicht nur eines, sondern sehr viele 
gibt, die derselben Bedingung genügen. Deshalb gebraucht 
man in solchen Fällen besser das Wort „gleichwertig**. 

Wenn zwei Eräftesysteme gleichwertig miteinander sind und 
man kehrt im einen von ihnen die Pfeile a;ller Kräfte um, so hält 
es, wenn es nachher mit dem andern zugleich an einem starren 
Körper angebracht wird, mit diesem Gleichgewicht. Denn das 
andere Kräftesystem ist ihm nach Voraussetzung gleichwertig, so- 
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lange die Pfeile noch nicht umgekehrt sind. Wir haben daher, 
wenn wir diesen Ersatz eintreten lassen, das eine Kräftesystem mit 
den ursprünglichen Pfeilen und zugleich auch dasselbe Eräftesjstem 
mit den umgekehrten Pfeilen vor uns, und in beiden heben sich 
je zwei zur selben Richtungslinie gehörige Kräfte gegeneinander 
fort, so daß in der Tat Gleichgewicht bestehen muß. Der Fall des 
Gleichgewichtes zwischen zwei Eraftkrenzen wird daher schon sofort 
mit erledigt, sobald wir nur die Gleichwertigkeit näher untersuchen. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß die vorher beUebig ge- 
wählte Ebene s nun durch eine andere Ebene s' ersetzt werde, 
während der Punkt A seine frühere Lage behalten soll. Anstatt 
das frühere Verfahren für diesen Fall ganz von neuem durch- 
zuführen, können wir sofort von * 
dem Kraftkreuze SR^, JR, aus- 
gehen, das die gegebenen Kräfte 
ersetzt. Die Kraft 91^ geht be- 
reits durch den vorgeschriebenen 
Punkt A und es bleibt uns da- 
her nur übrig, die Kraft JR, in 
zwei Komponenten zu zerlegen, 
von denen eine durch A geht, ^i,^ ^8 
während die andere in der 

Ebene s' enthalten ist. Diese Zerlegung ist genau nach der 
früher dafür gegebenen Vorschrift in Abb. 68 ausgeführt. Man 
projiziert 91« von A aus durch die mit a bezeichnete Ebene, 
verlegt den Angriffspunkt von % nach der Schnittlinie der 
Ebenen b und $' und zerlegt dort St« in der Ebene a längs der 
durch A gehenden Linie und längs der Schnittlinie as'. Die 
letzte Komponente liefert unmittelbar die Kraft 9}.' des neuen 
Kraftkreuzes, während die andere Komponente am Punkte A 
mit 9}^ zur zweiten Kraft dieses Kraftkreuzes zu vereinigen ist. 
In der Abbildung ist dies nicht weiter ausgeführt. 

Als Hauptresultat dieser Betrachtung wollen wir uns 
merken, daß die Kraft 9t,' des neuen Kraftkreuzes, wie nun 
auch die Ebene «' gewählt werden möge, jedenfalls in der 
Ebene a enthalten sein muß, in der sich 9t,' von A aus pro- 
jiziert. Geht also die eine Kraft eines Kraft- 

FOppl: Oraphisohe Stotik. 8. Aufl. 9 
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kreuzes, das einem gegeb enen Kr äf t e sy st eme 
gleichwertig ist, durch einen beliebig vor- 
geschriebenen Punkt Ay so muß die andere 
auf jeden Fall in einer dem Punktet zugeord- 
neten und durch ihn hindurchge*h enden 
Ebene n enthalten sein. 

Femer sei angenommen, daß der Punkt A durch irgend- 
einen anderen Punkt A' ersetzt werden soll, während die Ebene % 
beibehalten wird. Wir können auch in diesem Falle von dem 
früheren Kraftkreuze JR^, 9fl, ausgehen und haben nur JR^ von A' 
aus in zwei Komponenten zu zerlegen, von denen die eine durch 

A' geht, während die andere in t 
^ ^ yr \ liegt. Wir projizieren 5R^ von -4' aus 

durch eine Ebene, die keine beson- 
dere Bezeichnung erhalten hat, in 
Abb. 69 aber durch stückweise 
Schraffierung hervorgehoben ist. 
Dann verlegen wir den Angriffs- 
punkt von 91^ nach dem Punkte E^ 
in dem 9f}^ die Ebene € trifft. An 
diesem Punkte wird 91^ in eine Komponente zerlegt, die durch 
A' geht, während die andere in der Ebene b liegt. Die erste 
Komponente Uefert unmittelbar 91^', während die andere mit 9}« 
zur zweiten Kraft des neuen Kraftkreuzes, die in der Ebene ^ 
hegt, zu vereinigen ist. 

Auch von dieser Betrachtung ist ein Umstand besonders 
hervorzuheben. Solange nämlich die Ebene b festgehalten wird, 
muß die andere Kraft des Kraftkreuzes, wohin man auch den 
Punkt A' verlegen möge, jedenfalls durch den Punkt E gehen, 
in dem 91^ die Ebene « traf. Liegt also die eineKraft 
eines Kr af t kr euze s , das einem gegebenen 
Kräftesysteme gleichwertig ist, in einer 
beliebig vorgeschriebenen Ebene 6, so muß 
die andere auf jeden Fall durch einen der 
Ebene zugeordneten und in ihr enthaltenen 
Punkt E hindurchgehen. 




Abb. 69. 
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Man erkennt aus den vorausgehenden Betrachtungen bereits, 
daß man bei einem gegebenen Kräftesysteme nicht nur einen 
bestimmten Punkt A vorschreiben kann, durch den die eine 
Kraft des Kraftkreuzes gehen soll, sondern daß auch noch 
unendlich viele durch diesen Punkt gehende Bichtungslinien 
möglich sind, mit denen diese Kraft zusammenfallen kann, je 
nach der Wahl, die man für die Ebene « trifft. Ebenso kann 
man nicht nur verlangen, daß eine Kraft des Kraftkreuzes in 
einer beliebig gewählten Ebene a liegen soll, sondern innerhalb 
dieser Ebene sind auch noch unendlich viele Bichtungslinien 
für diese Kraft möglich, je nach der uns freistehenden Wahl 
des Punktes A. Hierdurch werden 
wir zu der Vermutung geführt, daß 
die Bichtungslinie der einen Kraft 
des Kraftkreuzes überhaupt ganz 
beliebig vorgeschrieben werden darf. 
Wir wollen uns jetzt davon über- 
zeugen, ob diese Vermutung bö- 

ff^d^* i^*- Abb. 70. 

In Abb. 70 sei I die für die eine Kraft 
des Kraftkreuzes vorgeschriebene Bichtungslinie. Wir wählen einen 
Punkt A beliebig auf { aus und legen irgendeine Ebene $. Dann 
fassen wir die gegebenen Kräfte zunächst auf gewöhnUche Art zu 
einem Kraftkreuze 9}^ 9} « zusanunen. Nachdem dies geschehen 
ist, legen wir durch 9lji und die gegebene Gerade l eine Ebene, die 
in Abb. 70 durch Schraffierung kenntlich gemacht ist. Wir 
suchen den Schnittpunkt M dieser Ebene mit 9}« auf und ver* 
binden M mit A, Hierauf zerlegen wir i?^ innerhalb der schraf- 
fierten Ebene in zwei Komponenten, von denen eine mit h die 
andere mit der Verbindungslinie AM zusammenfällt. Die erste 
Komponente ist die eine Kraft des verlangten Kraftkreuzes, 
die andere kann im Punkte M mit 9?« zu einer Besultierenden 
vereinigt werden, die die zweite Kraft des Kraftkreuzes darstellt. 
Im allgemeinen kann hiernach für die 
eine Kraft des Kraftkreuzes, zu dem sich ein 
gegebenes Kräftesystem zusammenfassen 

9* 
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läßt, die Wirkungslinie beliebig yorge- 
sohrieben werden. Damit ist dann sowohl 
dieLage der and ern Wir kungslinie, als auch 
Größe und Pfeil für beide Kräfte des Kraft- 
kreuzes eindeutig bestimmt. 

Hierbei ist aber ein Ausnahmefall besonders hervorzu- 
heben. Daß die durch l und 9lji gelegte Ebene möglicherweise 
parallel zu % geht, so daß der Schnittpunkt M ins UnendUche 
fällt, kommt hierbei freiUch nicht in Betracht; denn durch diese 
besondere Lage von M wird die sinngemäße Ausführung der 
vorher beschriebenen Konstruktionen keineswegs gehindert. 
Auch wenn etwa 91^ zufälligerweise von vornherein in die Bich- 
tung von l fallen sollte, ändert sich nichts Wesentliches. Man 
erspart dann nur die weitere Zerlegung von 91^ und hat schon 
im ersten Kraftkreuze 91^, Sf, das verlangte gefunden. Wesentlich 
geändert und geradezu unmöglich gemacht wird aber die Aus- 
führung der Konstruktion, wenn zufälligerweise die Bichtungs- 
linie von % die gegebene Gerade l schneiden sollte. Denn dann 
ist es nicht möglich, 5R^ in zwei Komponenten zu zerlegen, von 
denen die eine mit l zusammenfällt, während die andere 9}, 
schneidet. In der Tat ist in diesem Ausnahmefalle die gegebene 
Gerade l keine mögliche Wirkungslinie für die eine Ejraft des 
Kraftkreuzes. 

Man überzeugt sich hiervon leicht auch noch auf andere 
Art, indem man den Momentensatz anwendet. Für jeden be- 
liebigen Momentenpimkt oder auch für jede beUebige Momenten- 
achse muß nämlich die Momentensumme für alle gleichwertigen 
Kräftesysteme oder Kraftkreuze gleich sein. Wählt man nun 
eine Linie, die beide Kräfte eines Kraftkreuzes schneidet, als 
Momentenachse, so ist für sie das Moment dieses Kraftkreuzes 
gleich Null und auch das Moment aller gleichwertigen Kraft- 
kreuze muß daher für dieselbe Momentenachse zu Null werden. 
— Wenn nun 31,, wie wir vorher annahmen, zufälligerweise die 
Gerade l trifft, so ist l, da sie auch 91^ schneidet, eine solche 
Gerade, für die das Moment des gegebenen Kfäftesystemes zu 
Null wird. Eine Gerade, der diese Eigenschaft zukommt, wird 
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als eine Nullinie des Kräftesystemes bezeichnet. Daß 
nun eine Nullinie niemals mit der Bichtungslinie der einen 
Kraft des Eraftkreuzes zusammenfallen kann, folgt sehr einfach 
daraus, daß für sie als Momentenachse zwar das Moment der 
mit ihr zusammenfallenden Kraft, aber auf keinen Fall das Mo- 
ment der zweiten, zu ihr windschief liegenden Kraft verschwinden 
könnte. Hiemach wäre auch das Moment des ganzen Kraft- 
kreuzes für diese Achse von Null verschieden und das Kraft- 
kreuz könnte daher dem gegebenen Kräftesysteme, für das die 
Gerade nach Voraussetzung eine Nullinie sein sollte, nicht gleich- 
wertig sein. 

Man erkennt femer, daß zu einem gegebenen Kräftesysteme 
sehr viele Nullinien gehören und daß sogar durch jeden Funkt 
des Baumes unendlich viele hindurchgehen. Dies folgt aus dem 
zuvor bewiesenen Satze, daß die andere Kraft eines Kraft- 
kreuzes in einer durch den Funkt A hindurchgehenden Ebene a 
enthalten sein muß, wenn für die erste Kraft vorgeschrieben 
ist, daß sie durch A geht. Jede Linie, die man in dieser Ebene a 
durch den beliebig gewählten Fimkt A ziehen mag, ist daher 
eine Nullinie, denn sie schneidet auf jeden Fall außer der Kraft 
91^ auch noch die zweite Kraft des Kraftkreuzes. Zugleich 
erkennt man aber auch, daß andere Nullinien, als die in der 
Ebene a enthaltenen, durch den Funkt A nicht gelegt werden 
können. 

Ein ähnlicher Schluß kann auch aus dem andern Satze 
gezogen werden, daß die zweite Kraft des Kraftkreuzes durch 
einen in der Ebene a enthaltenen Funkt E gehen muß, wenn 
die Bichtungslinie der ersten Kraft in b liegen soll. Alle Linien, 
die man in der Ebene « durch den Funkt E ziehen kann, sind 
hiemach Nullinien — und außer diesen kommen keine andern 
in der Ebene c vor. 

Aus diesem Grunde bezeichnet man auch die Ebene a im 
ersten Falle als die zum Funkte A gehörige Nullebene und 
den Funkt E im zweiten Falle als den zur Ebene b gehörigen 
Nullpunkt. Beide Fälle unterscheiden sich übrigens nicht 
wesentlich voneinander; war ^gegeben, so konnte a dazu 
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gefunden werden, und wenn anfänglich E gegeben war, folgte 
dazu s. Bezeichnet man aber nachträglich die Ebene e mit a, 
so fällt E tnitA zusammen und umgekehrt. JedemPunkte 
ist eine durch ihn hindurchgehende Null- 
ebene zugeordnet und zu jeder Ebene gehört 
ein in ihr liegender Nullpunkt. 

§ 24 Das Nullsystem« 

Die geometrischen Beziehungen zwischen gleichwertigen 
Kraftkreuzen lassen sich in übersichtlicher Weise zusammen- 
fassen, indem man den Begriff des Nullsystems aufstellt. Darunter 
versteht man den ganzen unendlichen Baum, dessen Punkte, 
Ebenen und Geraden in der Art aufeinander bezogen sind, wie 
dies den vorhergehenden Betrachtungen entspricht. Jedem 
Punkte A soll also eine Ebene a zugeordnet sein, die durch A 
hindurchgeht und umgekehrt jedem Punkte E eine Ebene s. 
Jeder durch A gezogenen Geraden l ist eine in a liegende Ge- 
rade V zugeordnet mit Ausnahme der gleichzeitig in a liegenden 
und durch A hindurchgehenden Geraden, die man die Null- 
linien nennt und von denen man sagt, daß sie sich selbst zu- 
geordnet oder „konjugiert" seien. Im übrigen ist die Art der 
Zuordnung näher bestimmt durch das gegebene Eräftesystem 
oder auch schon durch die Angabe eines der unendlich vielen 
Kraftkreuze, die alle unter sich gleichwertig sind. 

Wählt man als Ebene £ die unendlich ferne Ebene des Raumes, 
so erhält man ein Eraftkreuz, von dem die eine Kraft unendlich 
fem hegt und daher unendUch klein sein muß, während die durch 
den beliebig gewählten Punkt A gehende zweite Kraft des Exaft- 
kreuzes gleich der geometrischen Summe der gegebenen Kräfte $ 
gefunden wird. Läßt man den Punkt A der Beihe nach ver- 
schiedene Lagen durchlaufen, so behält die an ihm angreifende 
Kraft 91 = 27$ stets die gleiche Größe und Richtung bei. Diese 
Richtung wird als die Achsenrichtung des Nullsystems be- 
zeichnet; sie geht durch den der unendHdi fernen Ebene e zuge- 
ordneten Nullpunkt E, 

Li Abb. 71 seien { und t (die man sich windschief zueinander 
denken muß) zwei konjugierte Geraden eines Nullsystems und % 
und 8t I* seien die beiden Kräfte des Kraftkreuzes, das zu ihnen gehört. 
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Reiht man, wie es in der Abbildung geschehen ist, Vit' an 9ti 
graphisch an, so stellt die dritte Seite des entstehenden Eräftedrei- 
eckes die geometrische Summe St oder 2J^ aus den gegebenen 
Kräften dar. Diese Seite fallt also in die 
Achsenrichtung des NuUsystemes ; in der 
Abbildung ist ihr daher auch noch die 
darauf hinweisende Bezeichnung aa bei- 
geschrieben. Die Ebene des Dreieckes ist 
in der Abbildung schraffiert. Diese Ebene 
muß parallel zu t gehen, da eine Seite des 
in ihr enthaltenen Dreieckes parallel zu t 
gezogen war. Legt man also durch eine 
der konjugierten Geraden l und durch die j^^^ 7, 

Achsenrichtung aa eine Ebene, so ist 
diese Ebene der andern der konjugierten Geraden l^ parallel. 

Die durch aa und eine Gerade l gelegte Ebene kann auch 
als jene Ebene bezeichnet werden, durch die die Gerade l in der 
Achenrichtung aa projiziert wird. Man kann daher auch sagen, 
daß konjugierte Geraden in der Achsenrichtung durch 
parallele Ebenen projiziert werden. Offenbar gilt nämlich 
das, was vorher fär die Gerade l bewiesen wurde, ebenso auch 
für die andere Gerade V; auch ?' wird in der Achsenrichtung durch 
eiuQ Ebene projiziert, die zu l parallel geht. 
, An diese Betrachtung knüpft sich noch eine weitere Folgerung. 
Man denke sich nämlich irgendwie eine Anzahl von Strecken ge- 
zogen, die mit den Endpunkten aneinander stoßen, so daß eine 
Anzahl aneinander grenzender ebener Polygone entsteht, die im 
Zusammenhange entweder einen ganzen Polyedermantel oder einen 
Teil eines solchen bilden. Betrachtet man die so erhaltene räum- 
liche Figur als Bestandteil eines NuUsystemes, so kann man zu 
jeder der in ihr enthaltenen Geraden die konjugierte Gerade auf- 
suchen. Man erhält dann eine zweite polyedrisöhe Figur und zwar 
so, daß jeder Polygonebene in der ersten Figur eine Ecke in der 
zweiten (nämlich der zur Ebene gehörige Nullpunkt) und jeder Ecke 
in der ersten Figur eine Polygonebene in der zweiten (nämlich die 
zur Ecke gehörige Nullebene) entspricht. Hierauf denke man sich 
beide Polyeder in der Achsenrichtung auf eine beliebige Ebene pro- 
jiziert. Nach dem, was wir vorher sahen, liefern die zueinander 
konjugierten Geraden parallele Projektionen. Die Projektionen 
beider Polyedermäntel stehen daher genau in demselben Verhält- 
nisse zueinander wie die reziproken Figuren, mit denen wir früher 
bei der Zusammensetzung von Kräften in der Ebene und bei der 
Konstruktion von Kräfteplänen zu tun hatten. 
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§ 25. Die praktiBOhe Ausführung der KräftezusammenBetBung. 

Für die praktische Durchführung einer Kräftezusammen- 
setzung im Eaume empfiehlt es sich am meisten, die unendlich 
ferne Ebene zur Ebene s zu wählen, d. h. die Kräfte auf eine 
durch einen beUebig gewählten Punkt A gehende Eesultierende SR 
und ein resultierendes Moment 9K zurückzuführen. Die Wahl 
des Punktes Ä wird dabei oft durch die besonderen Umstände 
der Aufgabe nahegelegt. Die Eesultierende 91 findet man jeden- 
falls immer leicht durch graphische Summierung der gegebenen 
Kräfte, also so wie in § 1, Abb. 1, indem es hierfür ganz gleich- 
gültig ist, ob die Kräfte an demselben oder an verschiedenen 
Angriffspunkten angreifen. 

Um 9K zu erhalten, könnte man zu jedem Kräftepaare, das 
bei der Parallelverlegung einer Kraft nach dem Punkte A ent- 
steht, den Momentenvektor aufsuchen und in den Eissen dar- 
stellen und hierauf alle Momentenvektoren graphisch sum- 
mieren. Einfacher gelangt man aber auf folgendem Wege zum 
Ziele. Verbindet man nämlich in jedem Eisse die Projektion 
des Punktes A mit den Endpunkten der Projektion einer der 
KJräfte $ß, so erhält man die Projektionen des zur Kraft 5ß ge- 
hörigen, im Eaume liegenden Momentendreieckes in den Pro- 
jektionsebenen. Aus Band I, § 17 (Abb. 14 der 4. Aufl.) ist aber 
bereits bekannt, daß die senkrechte Projektion dös Momenten- 
dreieckes auf eine Ebene zugleich das Moment der Kraft 5ß für 
eine durch den Punkt A senkrecht zur Projektionsebene gezogene 
Achse darstellt. Man braucht daher nur in jeder Projektions- 
ebene die algebraische Summe der Momente der Kräfteprojek- 
tionen in bezug auf die Projektion des Punktes A als Momenten- 
punkt zu bilden, um damit sofort die senkrecht zu dieser Pro- 
jeTitionsebene stehende Komponente des resultierenden Momentes 
'SR zu erhalten. Diese Zusammensetzung kann in jedem Eisse 
sofort leicht vorgenommen werden. Hatte man den Körper 
mit allen an ihm angreifenden Kräften von vornherein in drei 
zueinander senkrechten Eissen gezeichnet, so findet man nach 
der algebraischen Summierung der Momente der Kräfte- 
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Projektionen in diesen Bissen — oder der ihnen entsprechenden 
Flächen der Momentendreiecke — zugleich drei zueinander 
rechtwinklig stehende Komponenten von 9R. Man braucht dann 
nur noch die graphische Summierung dieser drei Komponenten 
vorzunehmen, um Tl selbst zu erhalten. — In Aufgabe 22 ist 
dies an einem Beispiele vollständig in der Zeichnung durchgeführt« 

§ 26. Drei oder vier windschiefe Kräfte. 

Wir wollen jetzt den besonderen Fall betrachten, daß am 
starren Körper nur drei windschief zueinander 
liegende Kräfte ^i, ^ß^» $3 vorkommen. Auf ein Kraft- 
kreuz kann man diese, wie wir schon wissen, unter allen Um- 
ständen zurückführen. Es fragt sich aber jetzt, ob sich die Kräfte 
etwa ausnahmsweise auch im Gleichgewichte halten können, 
oder ob sie wenigstens durch eine einzige Besultierende ersetzt 
werden können oder ob sie schUeßUch einem Kräftepaare gleich- 
wertig sein können. Der erste Fall kann, wie man leicht erkennt, 
niemals vorkommen. Man denke sich etwa durch ^^ ^^^ $2 
irgendeine Gerade gelegt, die ^3 nicht schneidet. Da die Kräfte 
windschief zueinander, also jedenfalls nicht alle in derselben 
Ebene hegen sollten, wird man sehr viele Geraden ziehen können, 
die dieser Bedingung entsprechen. Wählt man eine von ihnen 
als Momentenachse, so verschwindet für .sie das Moment von 
5ßi und ?ß2> während das Moment von $^3 von Null verschieden 
ist. Die Momentensunmie wird also nicht zu Null, während 
doch für Kräfte, die Gleichgewicht miteinander halten sollen, 
das Moment für jede Momentenachse zu Null werden muß. 
Gleichgewicht zwischen drei windschief lie- 
genden Kräften ist daher niemals möglich. 

Um die zweite Frage zu entscheiden, betrachten wir zu- 
nächst nur die beiden Kräfte ^^ und ^2> ^^ ^^ ^^^^ genommen 
ein Kraftkreuz darstellen. Wir denken uns dieses in ein ihm 
gleichwertiges umgewandelt, von dem eine Kraft mit der 
Wirkungslinie von $3 zusammenfallen soll. Diese kann dann 
mit ^ßa vereinigt werden und die Besultierende hefert im all- 
gemeinen in Verbindung mit der andern Kraft des Kraftkreuzes 
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das neue Kraftkreuz, das die drei gegebenen Kräfte ersetzt. 
Es kann aber auch vorkommen, daß die auf die Eiohtungslinie 
von $ß3 fallende Kraft des die Kräfte Sß^ und Sßg ersetzenden 
Kraftkreuzes zufällig gleichgroß and entgegengesetzt gerichtet 
mit ^ßj ist. In diesem Falle verschwindet die Eesultierende 
aus beiden und es bleibt nur noch die andere Kraft des Kraft- 
kreuzes übrig, die nun die drei gegebenen Kräfte vollständig 
ersetzt. Ausnahmsweise kann daher, wie wir 
hieraus erkennen, ein Verein von drei windschief 
zueinander liegenden Kräften auch schon 
durch eine einzige Eesultierende ersetzt 
werden. Man sieht auch, daß man durch passende Wahl der 
Größe und des Pfeiles der Kraft ^ßg inmier noch erreichen kann, 
daß dieser Fall eintritt, wenn auch die drei Eichtungslinien und 
die beiden Kräfte 5ßi und ^ßg schon beliebig vorgeschrieben sind. 

Sollen endlich die drei Kräfte $ßi ^ßg ^ßg einem Kräftepaare 
gleichwertig sein, so muß die geometrische Summe der drei 
Kräfte gleich Null sein. Damit dies möglich sei, müssen die 
drei Eichtungslinien zu einer Ebene parallel sein. Sind dann 
außerdem die Größen so gewählt, daß sich die Strecken ^^ ^ßg ^ßg 
zu einem Dreiecke mit aufeinander folgenden Pfeilen aneinander 
reihen lassen, so verschwindet für jeden Punkt A die Eesultierende 
SR imd es bleibt nur noch das Moment 30? übrig. Ausnahms- 
weise können also drei windschief zuein- 
ander liegende Kräfte auch einem Kräfte- 
paare gleichwertig sein. 

ÄhnUche Betrachtungen lassen sich auch fürvier wind- 
schief zueinander liegende Kräfte anstellen. 
Vor allem erkennt man hier, daß unter Umständen vier 
windschiefe Kräfte auch im Gleichgewichte 
miteinander stehen können. Man braucht, um sich 
davon zu überzeugen, nur irgend zwei einander gleichwertige 
Kraftkreuze ins Auge zu fassen. Kehrt man dann im einen 
Kraftkreuze die Pfeile beider Kräfte um, so stehen diese mit 
dem andern Kraftkreuze im Gleichgewichte. Natürlich müssen 
in diesem Falle drei der vier Kräfte eine Eesultierende ergeben 
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und diese muß überdies mit der vierten Kraft zusammenfallen, 
ihr gleich und entgegengesetzt gerichtet sein. 

Man kann noch eine andere einfache Bedingung anführen, 
der vier windschiefe Kräfte genügen müssen, wenn sie im Gleich- 
gewichte miteinander stehen sollen. Durch drei windschiefe 
Geraden kann man nämlich sehr viele gerade Linien ziehen, 
die alle drei schneiden, und zwar ist durch jeden Punkt der ersten 
Geraden eine Linie zu ziehen, die zugleich die beiden andern 
trifft, wie aus einer einfachen geometrischen Betrachtung 
hervorgeht. Alle diese schneidenden Geraden bilden eine Begel- 
schar und die drei gegebenen Geraden gehören zu einer zweiten 
Eegelschar, die mit jener zusammen auf demselben Hyper- 
boloide liegt. Man denke sich nun irgendeine von jenen Geraden 
ausgewählt, die etwa die Bichtungslinien der drei Kräfte ^i, 
$2» $3 schneidet. Betrachtet man sie als Momentenachse, so 
verschwindet für sie das Moment jener drei Kräfte. Wenn 
Gleichgewicht bestehen soll, muß daher auch das Moment von 
$ß4 verschwinden, d. h. die Gerade muß von selbst auch die 
Eichtungslinie von ^^ schneiden. Da dies von jeder Geraden 
zutrifft, die drei der Kräfte schneidet, so folgt als Gleich- 
gewichtsbedingung für vier Kräfte, daß sie 
alle vier zu einer Eegelschar gehören müssen, 
oder daß sie, wie man sich au s dr üc k t, hy p er- 
boloidisch zueinander liegen müssen. Dieser 
Satz gilt natürUch ebenso auch für zwei einander gleichwertige 
Kraftkreuze, da man diesen Fall, wie wir vorher sahen, durch bloße 
Umkehrung der Pfeile im einen Kraftkreuze auf einen Gleichge- 
wichtsfall zurückführen kann. — Außerdem können vier Kräfte 
ausnahmsweise auch durch eine einzige Besultierende oder durch 
ein einziges Kräftepaar ersetzt werden; es ist aber nicht 
nötig, darauf näher einzugehen. 

§ 27. Das ElraftkreuB- Tetraeder. 

Lrgendein Kraftkreuz sei gegeben, dessen Kräfte 5ßi und ^ßg 
durch Strecken auf beiden Wirkungslinien zur Darstellung 
gebracht sind. Man denke sich die vier Endpunkte dieser 
Strecken durch vier Verbindungsstrecken miteinander ver- 
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bunden. Hierdurch wird ein Tetraeder gebildet, in dem ^^ und 
$2 zwei einander gegenüber liegende Kanten darstellen. Man 
kann zeigen, daß für alle untereinander gleich- 
wertigen Kraftkreuze die in dieser Weise 
konstruierten Tetraeder gleichen Inhalt 

haben. 

Den Beweis führt man am einfachsten auf Grund der in § 23 
durchgeführten Betrachtung im Anschlüsse an die hier wieder ab- 
gedruckte Abb. 68. Es zeigte sich dort, daß die zweite Kraft des 

Eraftkreuzes 91« oder 9?«' in einer 
Ebene a enthalten sein muß, wenn 
die erste Kraft SR^ durch einen 
beliebig gewählten Punkt Ä gehen 
soll. Dabei ist a die Nullebene 
des Punktes A. Verbindet man 
in Abb. 68 den Punkt A, der als 
Anfangspunkt der Strecke 8t^ ge- 
wählt sein möge^ mit den End^ 
punkten der Strecke, durch die 
^^^- ««• ai. oder %' dargesteUt wird, so 

erhält man eines der vier Drei- 
ecke, die die Seitenflächen des zugehörigen Kraftkreuz - Tetraeders 
ausmachen. Wir wollen dieses in der Ebene a liegende Dreieck 
als die Basis des Tetraeders betrachten; die zugehörige Höhe wird 
dann durch die Projektion der von A aus abgetragenen Strecke 8i^ 
auf eine zur Ebene a errichtete Normale dargestellt 

Nun stellt die Basisfläche des Tetraeders oder das Dreieck Afitt 
zugleich das Momentendreieck der Kraft 9t« für den Momenten- 
punkt A dar. Geht man aber von der Ebene s zu irgendeiner 
anderen Ebene c' über, womit 91« durch 31«' ersetzt wird, so ist das 
Moment von 91« » für den Punkt A gleich dem Momente von K«. 
Dies folgt am einfachsten daraus, daß 9t«' durch eine Zerlegung 
von 91« in zwei Komponenten erhalten wurde, von denen die andere 
durch den Punkt A ging, so daß deren Moment verschwindet. Das 
Momentendreieck ^9t«' hat demnach gleichen Inhalt mit dem Mo- 
mentendreiecke A^e oder mit andern Worten: die Tetraeder der 
beiden Kraftkreuze, die wir ims jetzt miteinander zu vergleichen 
anschicken, haben Basisflächen von gleichem Inhalte. 

Wir betrachten femer die Höhen beider Tetraeder. Vorher 
war schon bemerkt, daß die zur Ebene a senkrechte Komponente 
von 91^ die Höhe des zum Kraffcki?tuze 91^1 91« gehörigen Tetraders 
darstellt. Gehen wir zur Ebene e' und hiermit zu dem andern 
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Eraftkreuze über, so ändert sich auch 3t^, sagen wir in 91'^; und 
zwar wird 8i'^ als Resultierende von 91^ und der durch den 
Punkt A gehenden Komponente von 91« gefunden. Da aber diese 
Komponente in der Ebene a enthalten ist, kann sie durch ihren 
Hinzutritt zu {R^ nichts an der zu a senkrechten Komponente 
ändern. Hieraus folgt, daß die beiden Tetraeder, die wir jetzt mit- 
einander vergleichen, gleiche Höhen haben. Da auch die Basis- 
flächen gleich waren, siad demnach die Tetraeder inhaltsgleich. 

Hiermit ist der Satz zunächst für alle Kraftkreuze bewiesen, 
von denen die eine Kraffc 9t^ von demselben Angriffspunkte Ä aus- 
geht, während die andere in der Nullebene a liegt. Ehe wir ihn 
auf die übrigen Fälle übertragen, wollen wir uns überlegen, welche 
Deutung dem Tetraederinhalte gegeben werden kann. Wir sahen 
schon, daß die Basisfläche das Momentendreieck von 91« für dßn 
Punkt A angibt. Bezeichnen wir die Fläche dieses Dreieckes 
mit F^ den Winkel zwischen der Normalen zu a und 91^ mit y und 
die Größe von 91^ mit Ba^ so ist das Tetraedervolumen gleich 

— ¥* Bji cosy. 

Hier können wir den Faktor cos y auch zu F nehmen und 
das Produkt Foo^y stellt dann die Projektion des Momentendrei- 
eckes auf eine zu 91^ senkredite Ebene dar, d. h. das Produkt 
bildet das Maß für das statische Moment der einen Kxaffc 91« des 
Knffckreuzes in bezug auf die Bichtungslinie der andern Kraft 91^ 
als Momentenachse. Der Inhalt des Tetraeders selbst ist 
demnach dem Produkte aus einer Kraft des Kraft- 
kreuzes und dem in bezug auf deren Wirkungslinie als 
Momentenachse genommenen Momente der andern Kraft 
proportional. 

Hieraus folgt auch sofort, daß sich der Inhalt des Tetraeders 
nicht ändern kann, wenn man den Angriffspunkt einer Kraft des 
Kraftkreuzes längs deren Wirkimgslinie verschiebt, ohne sonst etwas 
zu ändern. Im übrigen ist dies eine rein geometrische Eigenschaft 
des Tetraeders, die auch geometrisch, ohne Bezugnahme auf die 
mechanische Bedeutung, die dem Tetraeder in unserem Falle zu- 
kommt, leicht bewiesen werden kann. 

Kehren wir nun zu unserem Satze zurück, so erkennen wir 
leicht, daß wir von einem der Kraftkreuze, deren eine Kraft im 
Punkte A angriff, durch bloße Verschiebung des Angriffspunktes 
längs der Bichtungslinie sofort auch zu einem Kraftkreuze über- 
gehen können, dessen eine Kraft durch irgendeinen andern Punkt B 
dieser Bichtungslinie geht. Das Tetraedervolumen wird hierbei 
nicht geändert. Zugleich wissen wir, daß sich das Tetraedervolumen 
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auch weiterhin nicht ändert, wenn wir dieses Kraftkreuz in irgend- 
ein anderes umwandeln, bei dem B als Angriffspunkt der einen 
Kraft festgehalten wird; denn was vorher von dem beliebig ge- 
wählten Punkte A bewiesen wurde, gilt ohne weiteres auch for 
den jetzt mit B bezeichneten Punkt. Durch wiederholte Umwand- 
lungen dieser Art -können wir aber auch zu allen andern der 
unter sich gleichwertigen Kraftkreuze gelangen imd damit folgt in 
der Tat, daß deren Tetraederinhalte sämtlich untereinander gleich sind. 




Abb. 72. 



§ 28. Die Zentralaohse eines Kräftesystemes. 

Man denke sich ein Kräftesystem auf eine durch irgendeinen 
Punkt J. gefOhrte Resultierende St und ein resultierendes Moment 9R 
zurückgeführt. Die Richtung von 81 gibt die „Achsenrichtung" des 
Kräftesystemes oder des dadurch bestimmten Nullsystemes an. Der 
Übergang vom Punkte A zu irgendeinem andern Punkte A! kann 

dann leicht bewirkt werden. Wir ver- 
legen zu diesem Zwecke 8% parallel zu 
sich selbst und in gleicher Größe als W! 
nach dem Punkte A\ Hierbei tritt noch 
ein neues Kräftepaar auf aus den 
Kräften 31 und — JR', dessen Momenten- 
vektor mit 3R zu einem neuen resul- 
tierenden Momente SR' zusammen- 
zusetzen ist. 

In Abb. 72 ist dies in achsonome- 
trischer Zeichnimg angedeutet. Das 
Parallelogramm des bei der Parallelverlegung der Resultieren- 
den 81 von A nach A' entstehenden Kräftepaares ist durch Schraf- 
fierung hervorgehoben; senkrecht zur Parallelogrammfläche ist der 
Mementenvektor angetragen, der keine besondere Bezeichnung er^ 
halten hat. SR kann von A nach A' ohne weiteres verlegt werden, 
da ein Momentenvektor ein völlig freier Vektor ist Das resul- 
tierende Moment 3R' ist mit Hilfe eines Parallelogrammes ermittelt, 
das genau wie ein Kräfteparallelogramm aufzuzeichnen ist. 

Durch geeignete Wahl des Punktes A! kann man dem Mo- 
mentenvektor des aus 91 und — 9i' bestehenden Kräftepaares jede 
beliebige Größe und zugleich jede senkrecht zur Achsenrichtung 
stehende Richtung erteilen. Hiemach kann auch der zur Achsen- 
richtung senkrecht stehende Anteil von SR' durch verschiedene 
Wahl des Punktes A! beliebig umgestaltet werden, während die in 
die Achsenrichtung fallende Komponente von SR' davon unberührt 
bleibt. Sollte etwa SR von vornherein zufälligerweise senkrecht 
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zu 9t gewesen sein, so könnte auch jedes daraus abgeleitete ä)t' 
keine. Komponente in der Achsenrichtung haben. Es bliebe dann 
immer nur ein zur Achsenrichtung senkrechter Momentenvektor 
übrig und dieser kann durch geeignete Wahl von Jil auf jede im 
übrigen beliebige Eichtung und Größe gebracht werden. Bei passen- 
der Wahl von ^- kann er daher auch zu Null gemacht werden. 
Dann bleibt aber nur noch die Resultierende 91' als vollständiger 
Ersatz des Kräftesystemes übrig. Wenn 81 und 3)1 für irgend- 
eine Wahl des Punktes A rechtwinklig zueinander 
stehen, läßt sich daher das Kräftesjstem stets auf eine 
einzige Besultierende zurückführen. 

Im andern Falle, wenn also 2ß nicht rechtwinklig zu 91 ist, 
ist die ZurückfQhrung auf eine einzige Besultierende niemals möglich. 
Man kann indessen auch in diesem Falle durch passende Wahl 
des Angriffspunktes Al von 9i' die zur Achsenrichtung senkrecht 
stehende Komponente von 3R' zum Verschwinden bringen Dann 
bleibt neben 91' nur noch ein damit gleich gerichteter Momenten- 
vektor äR' übrig. Diese Darstellung des Kräftesjstemes kann als 
die einfachste angesehen werden, auf die es sich zurückführen läßt. 
Die zugehörige Bichtungslinie von 91' wird als die Zentralachse 
des Kräftesystemes bezeichnet. Es ist nämlich ohne weiteres 
klar, daß, wenn irgendein Punkt Jil gefunden ist, för den SR' 
gleich gerichtet mit 91' ist, dies auch für jeden andern Punkt auf 
der durch Al in der Achsenrichtung gezogenen Greraden zutrifft. 
Für alle andern, nicht auf dieser Linie gelegenen Punkte Jl muß 
dagegen immer noch eine zur Achsenrichtung senkrecht stehende 
Komponente von Wi hinzutreten. 



§ 29. Die Koordinaten eines Kräftesystemes naoh der 

analytisolien Darstellung. 

Um die Zusammensetzung der Kräfte im Baume nach den 
Methoden der analytischen Geometrie behandeln zu können, 
denkt man sich alle gegebenen Kräfte in Komponenten nach 
den Eichtmigen der drei rechtwinklig aufeinander stehenden 
Koordinatenachsen XYZ zerlegt. Auch die Momentenvektoren 
der Kräftepaare zerlegt man in ihre Komponenten nach diesen 
Eichtangen, d. h. man schreibt an Stelle der auf Momenten- 
punkte bezogenen Momente die Momente in bezug auf Achsen 
an^ die den Koordinatenachsen parallel gehen. 
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Am bequemsten ist auch hier, der Ersatz des gegebenen 
Kräftesystemes durch eine Kesultierende in Verbindung mit 
einem resultierenden Kräftepaare. Den Punkt A^ durch den 
die Eesultierende geführt werden soll, läßt man gewöhnlich nüt 
dem Koordinaten-Ursprünge zusammenfallen. Die Kompo- 
nenten des resultierenden Momentes SR sind dann gleich den 
Momentensummen der gegebenen Kräfte in bezug auf die 
Koordinatenachsen als Momentenachsen. 

Die Koordinaten des Angriffspunktes einer der gegebenen 
Kräfte, $ßi, seien mit x-^y^z-^ und die Komponenten der Kraft 
in den Richtungen der Koordinatenachsen mit X^ Yi^^ bezeichnet 
imd ähnlich für die übrigen. Dann erhält man zunächst für 
die Komponenten XTZ der Resultierenden 9t die Gleichungen 

X=X^ + X^ + '- = 2X; Y=2]Y; Z = 2Z, (31) 

wenn auf der rechten Seite X unter dem Summenzeichen irgend- 
eine der Komponenten X^, Xg usf. bedeutet. 

Die Komponenten des auf den Ursprung als Momenten- 
punkt bezogenen resultierenden Momentes 3K seien mit LMN 

bezeichnet. Man kann sie nach den 
schon im ersten Bande dafür gegebenen 
Vorschriften unmittelbar berechnen. 
Zur besseren Übersicht seien indessen 
die dafür gültigen Ausdrücke an der 
Hand von Abb. 73 noch einmal ab- 
geleitet. In der Abbildung ist der 
Angriffspunkt der Kraft 5ßi in drei 
Rissen gezeichnet und in diese Risse 
sind auch die Komponenten X^Y^Z^ 
von 5ßi in jenen Richtungen eingetragen, in denen sie positiv 
gerechnet werden. Um das Moment der Kraft 5ßi in bezug auf 
die X-Achse zu erhalten, betrachten wir ihre Projektion auf die 
FZ-Ebene und nehmen in dieser Ebene das Moment für den 
Ursprung als Momentenpunkt. Anstatt von der Projektion 
von $ßi selbst das Moment zu berechnen, können wir indessen 
auch die Summe der Momente von Y^ und Z^ dafür setzen, da 
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die Besultierende aus diesen beiden die Projektion von ^^ auf 
die FZ-Ebene liefert. Als positiv sind dabei jene Momente in 
Ansatz zu bringen, die für den vom, d. h. auf der Seite der 
positiven Z-Achse stehenden Beschauer im Uhrzeigersinne 
drehen. Hiemach findet man für das Moment von 5ßi in bezug 
auf die X-Achse ^ «- 

Ähnliche Ausdrücke gelten für die übrigen Kräfte ^ und in 
bezug auf die beiden andern Koordinatenachsen als Momenten- 
achsen. Im ganzen erhält man daher 

L=2](Yz^Zy); ] 

M=: 2](Zx-Xz); (32) 

N=i:lxy--Tx). ) 

Die aus den Gleichungen (31) hervorgehenden Komponenten 
XTZ von 9t und die jetzt berechneten Komponenten LMN 
von 9Ä faßt man unter der Bezeichnung der sechs Ko- 
ordinaten des gegebenen Kr ä f t e sy s t eme s 
zusammen. Diese sechs Größen genügen, um ein Kräftesystem 
hinreichend zu beschreiben. Bei Aufgaben über das Gleich- 
gewicht oder die Bewegung eines starren Körpers braucht 
man nämlich von den äußeren Kräften nichts als jene sechs 
Koordinaten zu kennen. 

Im Gleichgewichte! kann ein Ejräfkesystem nur dann stehen, 
wenn alle sechs Koordinaten zu Null werden. Setzt man die 
Summengrößen auf den rechten Seiten der Gleichungen (31) und 
(32) gleich Null, so erhält man demnach die notwendigen und hin- 
reichenden Gleichgewichtsbedingungen for ein beliebiges Eräftesystem. 
— Bemerkenswert ist, daß die Zahl dieser Gleichgewichtsbedingungen 
sechs beträgt; sie entspricht der Zahl der Freiheitsgrade für die 
Bewegung eines starren Körpers. Überhaupt besteht zwischen den 
Untersuchungen über die &:äftezusanmiensetzung im Baume und 
den im ersten Bande durchgefahrten Betrachtungen über die Be- 
wegung eines starren Körpers eine enge Verwandtschaft. So wie 
wir hier ein Kräftesystem auf eine Besultierende St und ein resul- 
tierendes Moment SK zurückführten, wurde dort die beliebige Be- 
wegung eines starren Körpers in die Translationsgeschwindigkeit D^ 
irgendeines Anfangspunktes und die Rotationsgeschwindigkeit u 
um eine durch diesen Anfangspunkt gehende Achse zerlegt. Der 

Föppl: Graphische Statik 8. Aufl. 10 
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Darstellung der Bewegung als eine sckraubenförmige (bei gleicher 
Richtung von t)Q und u) entspricht hier die Konsbniktion der 
Zentralachse des Eräftesystemes usf. — Man kann den Ver- 
gleich noch erheblich weiter führen, worauf aber hier verzichtet 
werden darf. 

§ 30. Zerlegung einer Kraft naoh seoha gegebenen 

Bichtungslinien« 

An die schon im ersten Abschnitte besprochenen einfacheren 
Zerlegungsaufgaben reiht sich jetzt die allgemeinste an, die man 
von der gleichen Art stellen kann, nämlich die Zerlegung einer 
Krsdt nach gegebenen Bichtungslinien, die irgendeine Lage 
im Baume zueinander haben, die nicht an solche Beschränkungen 
wie in den früheren Fällen gebunden ist. Hierbei fragt es sich 
zunächst, wie groß die Zahl der gegebenen Bichtungslinien, 
nach denen die Zerlegung erfolgen soll, sein muß, damit die 
Aufgabe eindeutig gelöst werden kann. 

Man entscheidet diese Frage am einfachsten auf Grund der 
analytischen Darstellung im vorigen Paragraphen. Die Kräfte, 
deren Bichtungslinien gegeben sind und deren Größen gesucht 
werden, bilden nämlich ein Kräftesystem, dessen sechs Ko- 
ordinaten X, 7, Z, L, M, N mit den Komponenten der' ge- 
gebenen Kraft, die zerlegt werden soll und mit den Momenten 
dieser Kraft in bezug auf die Koordinatenachsen der Beihe nach 
übeireinstimmen müssen. Schreibt man dies an, so erhält man 
sechs Gleichungen, in denen nur die Größen der gesuchten 
Kräfte als Unbekannte auftreten. Hierbei ist nämUch zu be- 
achten, daß die nach den Achsenrichtungen genommenen Kom- 
ponenten der Unbekannten, die in die Gleichungen (31) und 
(32) einzutreten haben, aus den Unbekannten selbst durch 
Multiplikation mit den Kosinus der Neigungswinkel hervor- 
gehen. Diese Kosinus sind aber bekannt, weil die Bichtungs- 
linien gegeben waren, so daß in der Tat die Größen der unbe- 
kannten Kräfte die einzigen Unbekannten in jenen sechs Glei- 
chungen bilden, die für sie vom ersten Grade sind. 

Hieraus erkennt man, daß die Zahl der Kraftrichtungs- 
linien, nach denen die Zerlegung erfolgen soll, sechs betragen 
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muß. Wäre die Zahl geringer, etwa gleich 5, so könnte man im 
Allgemeinen die sechs Gleichungen, die zwischen ihnen erfüllt 
seüi müssen, nicht durch eine passende Wahl der Größe der 
ICräfte befriedigen. Anderseits könnte bei sieben Kraf trichtungs- 
linien die Größe einer dieser Kräfte beliebig gewählt werden 
und die übrigen könnten durch Auflösen der sechs Gleichung^i 
gefunden werden. Es wäre daher keine eindeutige Zerlegung 
mehr vorgeschrieben, sondern man hätte ein System von un- 
endlich vielen Lösungen der Zerlegungsaufgabe. 

Daß bei sechs Bichtungslinien nur eine einzige Lösung 
mögUch ist, folgt sofort daraus, daß sechs Gleichungen ersten 
Grades mit sechs Unbekaimten nur eine Lösung zulassen. Zu- 
gleich folgt auch, daß Ausnahmefälle vorkommen können; sie 
treten, wie aus der Lehre von den Gleichungen bekannt ist, 
dann ein, wenn die Eliminationsdeterminante, also die aus 
den Koeffizienten der Unbekannten gebildete sechsreihige De- 
terminante zu Null wird. Aus dieser analytischen Bedingung 
lassen sich alle möglichen Ausnahmefälle ableiten. Anstatt 
dessen wollen wir uns auf einfacherem Wege Bechenschaft 
darüber geben, welche besonderen Fälle bei der Annahme der 
sechs gegebenen Bichtungslinien unter allen Umständen ver- 
mieden werden müssen. 

Zunächst dürfen sich von den sechsBich- 
tungslinien nicht mehr als drei in einem 
Punkte schneiden. Gingen nämlich vier durch den- 
selben Punkt, so könnte man durch diesen Punkt eine Gerade 
ziehen, die zugleich auch die beiden andern Bichtungslinien 
schnitte. Für diese Gerade als Momentenachse wäre dann das 
Moment aller sechs unbekannten Kräfte gleich Null. Das 
Moment der gegebenen Kraft, die eine ganz beUebige Lage 
haben kann, wäre dagegen von Null verschieden. Hiemach 
wäre es nicht möglich, die sechs imbekannten Kräfte so zu wählen, 
daß sie der gegebenen Ejraft gleichwertig wären (oder auch 
bei der Umkehrung der Zerlegungsaufgabe so, daß sie mit der 
gegebenen ICraft Gleichgewicht hielten). Unter besonderen 
Annahmen für die gegebene Kraft, falls nämlich deren Bichtungs- 

10* 
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linie die vorher gezogene Momentenachse ebenfalls schneiden 
sollte, würde der angegebene Hinderungsgrund zwar wegfallen. 
Eine Zerlegung wäre dann möglich, aber, wie Hier nicht weiter 
ausgeführt zu werden braucht, nicht mehr in eindeutiger Weise. 
Der hier erwähnte Fall kümmert uns nämlich deshalb nicht 
weiter, weil die Zerlegungsaufgabe dahin zu verstehen ist, daß 
die Zerlegung für jede Wahl ausführbar bleiben soll, die man 
für die gegebene Kraft treffen mag. 

Ebenso dürfen auch von den gegebenen Bichtimgslinien 
nicht mehr als drei parallel zueinander sein. Denn wenn vier 
parallel wären, so könnte man sagen, daß sie durch denselben 
unendUch fernen Punkt gingen und von diesem Pimkte aus 
könnte man ebenso wie vorher eine Momentenachse ziehen, 
die zugleich die beiden andern Eichtungslinien träfe. Über- 
haupt braucht man bei allen diesen Betrachtungen zwischen 
tmendlich fernen Elementen und den im EndUchen gelegenen 
keinen grundsätzlichen Unterschied zu machen. Man erspart 
sich dadurch die ausdrückliche Besprechung von Fällen, die sich 
auf Grund dieser Anschauung auf die andern, gewöhnlich vor- 
liegenden zurückführen lassen. 

Ferner dürfen von den sechs gegebenen 
Eichtungslinien auch nicht mehr als drei 
in einer Ebene liegen. Lägen nämlich vier in derselben 
Ebene, so könnte man durch die Schnittpunkte der beiden andern 
mit dieser Ebene eine Gerade ziehen, die ebenfalls alle sechs 
Eichtungslinien träfe, und die vorigen Schlußfolgerungen könnten 
auf diesen Fall ohne Änderung übertragen werden. Auch hier 
sind die Fälle, daß einer oder beide Schnittpunkte ins UnendUche 
fallen, schon als mit eingeschlossen zu betrachten. Mit den jetzt 
angeführten sind freilich noch nicht alle mögUchen Ausnahme- 
fälle erschöpft; sie sind aber, weil sie am häufigsten vorkoromen, 
die wichtigsten. Jedenfalls sieht man, daß ein Ausnahmefall 
immer dann eintritt, wenn man eine Gerade ziehen kann, die 
alle sechs BichtungsUnien trifft. 

Wir wollen uns jetzt überlegen, auf welche Weise die Zer- 
legung, falls sie überhaupt möglich ist, wirklich ausgeführt 
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werden kann. Ein Mittel dazu — und zwar das allgemeinste^ 
das stets anwendbar bleibt — haben wir schon im Aufstellen 
der sechs Gleichungen und deren Auflösung nach den sechs 
Unbekannten kennen gelernt. Die Durchführung der Bechnung 
ist aber in dieser Form, wenn nicht gerade besondere Verein- 
fachungen vorUegen, sehr umständhch, und man setzt daher, 
wenn es irgend angeht, heber ein anderes Verfahren an deren 
Stelle, das kürzer zum Ziele führt. 

Am einfachsten läßt sich die Aufgabe erledigen, wenn 
zufäUig die sechs gegebenen Bichtungslinien mit den Kanten 
eines Tetraeders zusammenfallen, oder überhaupt immer dann, 
wenn sich drei davon in einem Punkte schneiden und die drei 
andern in einer Ebene hegen. Man wähle dann jenen Schnitt- 
punkt als Punkt A (im Sinne der früher gebrauchten Bezeich- 
nungen) und die Ebene, in der die drei übrigen Bichtungshnien 
liegen, als Ebene b aus. Die beliebig gegebene Kraft läßt sich 
dann durch zwei Komponenten ersetzen, von denen eine durch 
A geht, während die andere in b liegt. Man braucht nur noch 
die erste Komponente nach den drei mit ihr von A ausgehenden 
Bichtungslinien und die andere nach den drei mit ihr in « hegen- 
den Bichtungslinien zu zerlegen. Diese Konstruktionen sind 
früher bereits ausführUch besprochen worden und können daher 
hier als bekannt angesehen werden. Nach ihrer Ausführung 
ist die Aufgabe gelöst. Zugleich erkennt man, daß der hier 
besprochene Fall jedenfalls nicht zu den Ausnahmefällen gehört; 
die Zerlegung ist vielmehr immer möglich, solange nicht etwa 
der Punkt A in die Ebene b fällt. 

Ferner ist aucli klar, daß die Lösung niclit nur für die Zer- 
legung einer Einzelkraft anwendbar bleibt, sondern daß man auf 
demselben Wege auch ein beliebig gegebenes Eräftesjstem durch 
Kräfte ersetzen kann, die längs der sechs gegebenen Bichtungs- 
linien wirken. Dieselbe Erweiterung ist übrigens auch in allen 
andern Fällen möglich, denn sobald man irgendeine Kraft nach 
sechs Eichtungslinien zu zerlegen vermag, kann man diese Zer- 
legung auch für alle Kräfte eines Kräftesjstemes anwenden und 
hiermit • das ganze Kräftesystem durch Exäfte längs der vor- 
geschriebenen Bichtungslinien ersetzen. 
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Im allgemeinst en Falle läßt sich einVer- 
fahren anwenden, das als eine Vera 11 gemeine« 
rung der aus der Kräftezerlegung in der Ebene 
bekannte nBitterschen Momentenmethode 
betrachtet werden kann. Nach der Bitterschen 
Methode sucht man den Schnittpunkt von zwei der drei unbe- 
kannten Kräfte auf und schreibt für ihn eine Momentengleichung 
an, in der nur noch die dritte der Bichtungslinie nach gegebene 
Eoraft als Unbekannte auftritt. Wir wollen sehen, wie sidi dieses 
Verfahren auf den Baum übertragen läßt. An Stelle des Momen* 
tenpunktes tritt hier eine Momentenachse, die man durch mög« 
liehst viele der gegebenen Bichtungslinien zu ziehen sucht. 
Oelingt es, eine solche Momentenachse durch fünf Bichtungs- 
linien zu legen, was in praktisch vorkommenden Fällen oft ohne 
weiteres möglich ist, so erhält man die sechste Kraft genau 
wie bei der Bitterschen Methode aus der Momentengleichung, 
in der dann nur noch diese eine Unbekannte auftritt. 

Im allgemeinsten Falle ist es freilich nicht möglich, eine 
Gerade zu ziehen, die fünf der gegebenen Bichtungslinien trifft. 
Dagegen kann man im allgemeinen durch je vier von ihnen 
zwei Geraden legen. Man erkennt dies am einfachsten aus der 
Überlegung, daß durch drei windschief zueinander liegende 
Bichtimgslinien ein Hyperboloid gelegt werden kann, das von 
der vierten Bichtungslinie als Fläche zweiter Ordnung in zwei 
Funkten getroffen wird. Durch jeden dieser Schnittpunkte 
geht ein Strahl der Begelschar, der auch die drei andern trifft. 
Schreibt man nun für jede der beiden Schnittgeraden als Momen- 
tenachsen eine Momentengleichung an, so erhält man zwei 
Gleichungen, in denen die Größen der beiden letzten Kräfte als 
Unbekannte vorkommen. Diese muß man nun freilich immer 
noch nach den Unbekannten auflösen; aber es ist klar, daß 
die Auflösung von zwei Gleichungen viel weniger Mühe macht, 
als die Auflösung von sechs bei dem früher besprochenen all- 
gemeinsten Verfahren. 

Die wirkHche Aufsuchung der beiden Geraden, die man 
durch vier der gegebenen Bichtungslinien zu legen vermag. 
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bfldet eine Aufgabe der darstellenden Geometrie, die freilich 
selbst so viel Schwierigkeiten machen kann, daß das Verfahren 
keinen Vorteil mehr bietet. Praktisch hegt aber die Sache bei 
solchen Fällen, wie sie in den Anwendungen vorkommen können, 
gewöhnlich viel einfacher: gewöhnlich kann man hier die beiden 
Schnittgeraden ohne weiteres angeben. Man nehme z. B. an, 
daß die sechs Bichtungslinien wenigstens paarweise in einer 
Ebene liegen, also etwa 1 und 2 in einer [Bbene und 3 und 4 in 
irgendeiner andern. Verbindet man dann den Schnittpunkt 
von 1 und 2 mit dem Schnittpunkte von 3 und 4, so hat man 
sofort eine der beiden gesuchten Geraden. Die andere ergibt 
sich als Schnittlinie der Ebene 1, 2 mit der Ebene 3, 4. 

Auch ob etwa ein Ausnahmefall vorliegt, bei dem die Zer- 
legung nach den sechs Bichtungslinien nicht möglich ist, muß 
sich beim Aufstellen der beiden Momentengleichungen heraus«» 
stellen. Es kann nämlich vorkommen, daß beide Gleichungen 
sich widersprechen, so daß sie nicht nach den beiden Unbekann- 
ten aufgelöst werden können. Dieser Ausnahmefall tritt immer 
ein, wenn sich eine Gerade ziehen läßt, die alle sechs Bichtungs- 
linien trifft. Er kann aber auch unter andern Umständen ein- 
treten, nämlich immer dann, wenn die Eliminationsdeterminante 
der beiden Momentengleichungen zu Null wird. 

§ 31. Praktisehe Anwendungen dieser Zerlegungsaufgabe. 

Die wichtigste Anwendung, die von den vorausgehenden 
Untersuchungen gemacht werden kann, bezieht sich auf die 
Ermittelung der Spannungen von Stäben, durch die zwei starre 
Körper fest miteinander verbunden werden. Aus den Unter» 
suchungen des ersten Bandes ist bereits bekannt, daß ein starrer 
Körper relativ zu einem zweiten^ der als feststehend ange* 
nommen wird, wenn gar keine Fessel zwischen beiden besteht, 
sechs Freiheitsgrade der Bewegung besitzt. Daraus wurde schon 
damals geschlossen, daß man sechs Fesseln, von denen jede einen 
Freiheitsgrad der Bewegung aufhebt, anlegen müsse, um beide 
Körper in feste Verbindung miteinander zu bringen. Solche 
Fesseln sind im einfachsten Falle Stäbe, die zwischen geeignet 
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ausgewählten Punkten beider Körper angebracht werden und. 
die eine Entfemungsänderung zwischen ihren Endpunkten ver- 
hindern. 

Wollte man Stabe verwenden, die an den Endpunkten steif 
mit beiden Körpern verbunden wären, so daß sie sich nicht gegen 
diese zu drehen vermöchten und die auch zugleich widerstands- 
fähig genug gegen Verbiegen und Verdrehen konstruiert wären, 
so wurde zwar offenbar schon ein einziger Stab ausreichen, um 
zwei starre Körper unveränderlich miteinander zu verbinden. Hier 
wird aber, wie schon in früheren Fällen, vorausgesetzt, daß die 
Verbindungsstäbe nur gegen Zug und Druck hinreichend wider- 
standsfähig sind und daß sie sich daher auch namentlich, an den 
Befestigungsstellen leicht etwas gegen die mit ihnen verbundenen 
Körper zu drehen vermögen, so daß man dem wirklichen Verhalten 
ziemlich nahe kommt, wenn man annimmt, daß die Verbindung an 
diesen Stellen gelenkf5rmig (nach Art eines Kugelgelenkes) bewirkt 
sei. Dies entspricht auch der konstruktiven Praxis, in der man, 
wenigstens bei größeren Ausfuhrungen, Stabverbindungen immer so 
anzuordnen sucht^ daß die Widerstandsfähigkeit der Stäbe gegen 
Zug und Druck ^chon vollständig ausreicht, um die ün verschieb- 
lichkeit des ganzen Verbandes zu sichern. In diesem Eall6 wird, 
wie schon früher nachgewiesen wurde, durch einen Stab nur ein 
Freiheitsgrad der Belativbewegung vernichtet und man braucht 
dann mindestens sechs Stäbe, um eine steife Verbindung zwischen 
beiden Körpern herzustellen. Diese Zahl reicht auch, wenn Aus- 
nahmefälle vermieden werden, zur Erreichung des Zweckes schon 
vollkonmien aus. 

Ergänzt wird diese, auf die Bewegungslehre des starren 
Körpers gestützte Überlegung durch die Auseinandersetzungen 
des vorigen Paragraphen. Wenn nämhch die Stäbe imstande 
sein sollen, beide Körper wirksam gegeneinander abzustützen, 
müssen die Spannungen, die sie zwischen beiden übertrag^i, 
ausreichen, um gegenüber allen Lasten, die an einem von ihnen 
beliebig angebracht werden können, Gleichgewicht herzustellen. 
Von diesen Spannungen sind die Richtungslinien, die mit den 
Stabmittellinien zusammenfallen, gegeben. Man muß daher 
jede beliebig an einem der beiden Körper angebrachte Last 
nach den Stabrichtungslinien so zerlegen können, daß die Stab- 
spannungen in Verbindung mit der gewählten Last an dem be- 
treffenden starren Körper ein Gleichgewichtssystem bilden. 
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Wir sahen aber, daß sechs Bichtungslinien gegeben sein müssen, 
wenn die Zerlegung eindeutig ausführbar sein soll. In Überein- 
stimmung mit dem früheren Ergebnisse folgt demnach auch aus 
der auf die Kräftezerlegung gestützten Betrachtung, daß sechs 
Stäbe zur Herstellung einer ausreichenden Abstützung zwischen 
beiden Körpern erforderlich sind. Zugleich können wir uns auch 
hinsichtlich der Ausnahmefälle, die bei der Anordnung der Stäbe 
vermieden werden müssen, auf die darüber im vorigen Para- 
graphen angestellten Auseinandersetzungen beziehen. 

Sehr häufig ist einer der Körper, die durch die sechs Stäbe 
miteinander verbunden werden sollen, die feste Erde. Der 
zweite soU dann durch die Verbindungsstäbe vollständig fest- 
gehalten werden, so daß er gar keine 
Bewegungen gegen den irdischen Baum ^^ '^ 

mehr auszuführen vermag. Man denke n 

etwa an eine Tischplatte, die mögliehst ^^t^ 
unverschieblich aufgestellt werden soll, yt*^ 

wozu sechs Stäbe erforderiich sind, / \ 

die jeder Belastung gegenüber nur auf x ^\; ^--^^^/i 

Zug oder Druck Widerstand zu leisten "V'^ 

brauchen. j 

Ein Beispiel hierfür wird durch "» 

Abb. 74 in axonometrischer Zeichnung 

zur Darstellung gebracht. Von den sechs Stäben laufen, wie 
es gewöhnlich der Fall sein wird, je zwei in einem Punkte 
zusammen, hier die Stäbe 1 und 2 in einem Punkte der Tisch-» 
platte, und 3 und 4 sowie 5 und 6 in je einem Punkte des Fuß« 
bodens. An der Tischplatte möge irgendeine beliebig gerichtete 
Last ^ angreifen; man soll die dadurch in den sechs Beinen her- 
vorgebrachten Stabspannungen ermitteln. 

Man sucht zunächst eine Momentenachse auf, die durch 
mindestens vier Stäbe, etwa durch 1, 2, 3, 4 geht. Eine solche 
erhalten wir durch Aufsuchen der Schnittlinie der Ebenen 1, 2 
und 3, 4. Das ist die in der Abbildung mit mm bezeichnete Ge- 
rade; sie steht hier lotrecht, weil beide Ebenen 1, 2 und 3, 4 
lotrecht vorausgesetzt waren. Zugleich erlangt man hier noch 
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von selbst den weiteren Vorteil, daß mm auch noch die Bicb* 
tungslinie 5 schneidet. Sie ist nämlich parallel zu ihr, da Stab 5 
lotrecht steht, und dies entspricht einem Schnitte, denn daß 
dieser erst im Unendlichen erfolgt, bleibt für unseren Zweck 
gleichgültig. 

Die Spannung des Stabes 6 kann demnach sofort aus einer 
einzigen, für die Achse mm aufgestellten Momentengleichung 
berechnet werden. Hierbei erinnern wir uns, daß man die Mo- 
mente in bezug auf Achsen am einfachsten erhält, wenn man die 
Kräfte auf eine zur Achse senkrecht stehende Ebene projiziert 
und die Momente in dieser Ebene von den Kräfteprojektionen 
in bezug auf den Punkt nimmt, in dem die Achse die Projek- 
tionsebene trifft. Das wäre also hier die Grundrißebene. In 
einem praktisch vorliegenden Falle wird man ohnehin schon 
eine Grundrißzeichnung des Tisches und der an ihm angreifenden 
Lasten besitzen. Die axonometrische Zeichnung dient nur als 
Übersichtszeichnung, die nicht im Maßstabe aufgetragen zu 
werden braucht, sondern bloß freihändig entworfen wird, — 
Für den Fußpunkt des Stabes 2 schreibt man also im Grundrisse 
die Bedingung an, daß das Moment der Projektion von $ gleich 
dem Momente der Projektion der Stabspannung 6 sein muß. 
Daraus findet man sofort die Projektion der Stabspannung 6 
und hieraus auch, da die Bichtungslinie des Stabes bekaimt ist, 
(unter Zuhilfenahme des Aufrisses), die Stabspannung 6 selbst. 
Man sieht auch leicht schon aus der axonometrischen Zeichnung, 
daß Stab 6 durch die angegebene Last $ in Druckspannung ver- 
setzt wird. 

Hätte sich mm nicht zufällig auch mit der Bichtungslinie 
des Stabes 5 geschnitten, so wären in der Momentengleichung 
zwei unbekannte Stabspannungen vorgekommen. Li diesem 
Falle hätte man noch die zweite Gerade aufsuchen müssen, die 
durch die Stäbe 1, 2, 3, 4 gelegt i^^erden kann. Dies ist die Ge- 
rade nn, die den oberen Endpunkt von 1 und 2 mit dem unteren 
Endpunkte von 3 und 4 verbindet. Dann wird das Verfahren 
freilich umständlicher, da man nun $, 5 und 6 auf eine zu nn 
senkrechte Ebene zu projizieren und in dieser (nach Umklappen) 
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die Momentengleichung aufzustellen hat. — Wir wollen indessen 
jetzt bei dem einfacheren Beispiele bleiben. 

Geradeso wie 6 kann man natürlich auch die Stabspannung 3 
ermitteln^ indem man die Schnittlinie der Ebenen 1, 2 und 5, 6 
als Momentenachse wählt« Auch dies erfordert nur das Anschrei- 
ben einer einfachen Momentengleichung im Grundrisse. 

Hierauf gehe man zur Erznittelung der Stabspannungen 
1 und 2 über. In diesem Falle vermag man keine Momenten^ 
achse zu ziehen, die außer den vier übrigen Stäben auch noch 
einen von jenen beiden schnitte. Man muß daher zwei Mo- 
mentengleichungen anschreiben und sie nach den Unbekannten 
1 und 2 auflösen. Diese Lösung gestaltet sich indessen hier ganz 
einfach. 

Eine der beiden Momentenachsen, die durch die Stab- 
tichtungslinien 3, 4, 5, 6 geht, ist die Verbindungslinie der Fuß- 
punkte dieser vier Stäbe. Diese Achse liegt in der Grundriß- 
ebene und projiziert sich in einem fechtwinklig zur Achse ge- 
zeichneten Aufrisse als Funkt. In diesem Aufrisse decken sich 
femer die Projektionen von 1 und 2. Man findet daher aus 
einer einfachen Momentengleichung im Aufrisse sofort die Summe 
der V^ikalkomponenten von 1 und 2. 

Die andere durch die Linien 3, 4, 5, 6 gehende Momenten- 
achse ist die unendUch ferne Schnittlinie der beiden durch 3 
und 4 und durch 5 und 6 gelegten parallelen Ebenen. Immer 
wenn man auf eine Momentengleichung für 
eine unendlich ferne Achse geführt wird, 
hat man zu beachten, daß eine solche gleich- 
wertig mit einer Komponentengleichung ist, 
die für die wirkliche Ausrechnung an ihre 
Stelle tritt. Die Lage einer unendlich fernen Achse wird 
nämlich als Schnitt eines Büschels paralleler Ebenen definiert. 
Femer kommt es bei dem Momente in bezug auf eine Achse 
nur auf jene Komponente der Kraft an, die im Angriffspunkte 
der Kraft rechtwinklig zu der von der Achse aus durch den 
Angriffspunkt gelegten Ebene steht. Alle diese Komponenten 
gehen aber bei unendlich femer Lage der Achse in derselben 
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Eichtung und da femer alle Hebelarme, weil sie sich nur um 
endliche Beträge voneinander unterscheiden, als gleich groß 
anzusehen sind, so vereinfacht sich die Momentengleichung in 
der Tat zu der Bedingung, daß die algebraische Summe der 
in der Bichtung senkrecht zu jenem Ebenenbüschel genomme- 
nen Komponenten aller Kräfte gleich Null sein muß. 

In imserem Falle erhalten wir also eine Gleichung, die 
ausdrückt, daß die algebraische Summe aus den Horizontal- 
komponenten von 1 und 2 imd der parallel zur Verbindungs- 
linie der Fußpunkte von 1 und 2 genommenen Komponente 
von $ß gleich Null sein muß. Diese Gleichung in Verbindung 
mit der vorher schon gefundenen Momentengleichung gestattet 
sofort die Auflösung nach den beiden unbekannten Stabspan- 
nungen 1 und 2. 

Nachdem man von einigen Stäben die Spannungen bereits 
ermittelt hat, kann man die der noch übrigen (also hier die 
von 4 und 5) viel einfacher berechnen. Man braucht nämlich 
jetzt nicht mehr zu vermeiden, daß in einer neu aufzustellenden 
Momentengleichung zugleich die Momente der andern Stab- 
spannungen auftreten, weil man von diesen die Werte schon 
kennt. Projiziert man also etwa den Tisch auf die durch die 
Sichtungen von 4 und 5 gelegte Ebene, so kommen in dieser nur 
zwei unbekannte Kräfteprojektionen vor und indem man etwa 
den Momentenpunkt auf die Bichtung von 4 legt, erhält man 
aus der Momentengleichung sofort die darin allein noch unbe- 
kannte Spannung des Stabes 5. 

Aufgaben. 

^i. Aufgabe, Auf einer in zwei Funkten A und B unter- 

stützten Welle (Abb, 75) sind zwei Arme auf- 
gestecht, von denen einer horisiontal, der andere 
vertikal gerichtet ist. Am horizontalen Arme 
wirkt die vertikale Krajt 5ß und am vertikalen 
Arme die horizontale Kraft D. Man soll das 
aus beiden Kräften gebildete Kraftkreuz durch 
ein anderes ersetzen, von dem eine Kraft durch A 
geht, während die zweite in der durch B senk' 
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recht zur Welle gezogenen Ebene liegt. Unter welchen Umständen 
wird femer die Wellenmittellinie AB zu einer Nutlinie? 

Lösung. In Abb. 76 ist die Welle in drei Bissen gezeichnet; 
der dritte Biß, in dem sich AB als Funkt projiziert, liegt in der 
durcli B senkrecht zur Welle gezogenen Ebene, die wir weiterhin 
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Abb. 76. 



als die Ebene s bezeichnen wollen. Zunächst wird von A aus 
durch die Bichtungslinie der Kraft $ eine Ebene gelegt und deren 
Spur in der Ebene 6 aufgesucht. Da $ parallel zu z ist, haben 
wir es in zwei parallele Komponenten ^^ und $« zu zerlegen, von 
denen ^e in die soeben erwähnte Spur fällt. Hiervon ist $^ die 
größere Komponente, da $ näher bei A als bei t liegt; $« ver- 
hält sich zum ganzen $ wie der Abschnitt der Welle von A bis 
zu dem Arme, an dem ^ angreift, zur ganzen Welle. 

Ebenso wird auch O in die zwei Komponenten O« und D^ 
zerlegt, von denen die erste in die Spur der von A aus durch O 
gezogenen Ebene föUt. Alle diese Komponenten liegen entweder 
in der Ebene z selbst oder sie projizieren sich auf diese Ebene in 
wahrer Größe. In diesem Bisse kann daher auch die Zusammen- 
setzung von $^ und D^ zu SR^ und von ^c und D« zu 22« ohne 
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weiteres vorgenommen werden. Hiermit ist der erste Teil der 
Aufgabe gelöst. 

Die Wellenmittellinie AB schneidet von dem Eraftkreuze 9t^9l« 
auf jeden Fall eine Kraft, nämlich 91^. Soll sie eine Nullinie 
sein, so muß sie zugleich auch die andere Kraft St« schneiden. 
In diesem Falle kann man 9}« nach dem zweiten Stützpunkte B 
verlegen. Ein an den Stützpunkten A und B angreifendes Kraft- 
kreuz kann aber die Wellen nicht in Umdrehung versetzen; es bringt 
nur Auflagerkräfte in den Lagern hervor. Man erkennt hieraus, 
daß AB nur für den Fall des Gleichgewichtes der Welle zu einer 
Nullinie wird. Dies hätte man auch schon daraus schließen 
können, daß nach der Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen um 
die Wellenmittellinie die Summe der Momente aller äußeren Ej-äfte 
für diese Linie als Momentenachse zu Null werden muß, wobei noch 
zu beachten ist, daß die Auf lagerkräfte zu dieser Momentensunmie 
nichts beitragen. 

AnmerJcung. Man erkennt hieraus auch, wie man die Auf- 
lagerkräfte für eine Welle ermittelt, die an beliebig aufgesteckten 
Bädern oder Armen irgendwelche Lasten aufnimmt, die nur der» 
Bedingung unterworfen sind, daß sie sich an der Welle Gleich- 
gewicht gegen Drehung halten. Man verlege jede Kraft parallel 
zu sich selbst in der senkrecht zur Welle nmittellinie gezogenen 
Ebene nach der Mittellinie. Alle bei dieser Parallelverlegung auf- 
tretenden Kräftepaare halten sieb wegen der vorher genannten Be- 
dingung im Gleichgewichte und brauehen daher nicht weiter be- 
achtet zu werden. Dann kann man von jeder einzelnen der nach 
der Mittellinie verlegten Lasten die Auf lagerkräfte auf gewöhnliche 
Weise ermitteln. Nachträglich findet man den gesamten Auflager- 
druck an jeder Stütze durch geometrische Summierung aus den 
einzeln bestimmten und hierbei auch der Richtung nach gekenn- 
zeichneten Auflagerkräften. 

^^. Aufgabe, An dem in Abb. 77 in drei Bissen dargesteUten 
zylindrischen Körper wirken die Kräfte $i$2$8* -3^^»^ soll diese 
auf eine Einzelkraft dt, die durch den Mittelpmkt des Zylinders 
gehtj und ein resultierendes Moment 3R zurückführen, 

Lösung, 9% erhält man einfach durch Parallelverlegung der 
Kräfte $ nach dem Mittelpunkte A des Zylinders, wo sie graphisch 
summiert werden können. Die Seiten des hieifür zu bildenden 
Kraftecks sind in der Abbildung in allen drei Bissen durch punk- 
tierte Linien angegeben; nur die Seite 91 selbst ist durch einen 
starken Strich hervorgehoben. 

um das Moment 351 zu finden, ermittelt man in jedem Bisse 
die Flächeninhalte der durch Schraffierung hervorgehobenen Mo- 
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mentendreiecke. Die algebraische Summe dieser Flücheniiihalte gibt 
die Projektion von 3R auf die zu der betreffenden Zeicbenabene 
senkrecht stehende Achse an. 9R selbst findet mui als geometrische 
Summe der drei Komponenten 3f„ My, M,. 



Die Abbildung ist im Maßstäbe gezeichnet und zwar ist an- 
genommen worden, daß alle LBngen im VerhSltnisse 1 ■ 40 g^n 
die nattirlicbe QrSßa des KOrpars verkleinert seien. Als Kräfte- 
maßstab soll 1 mm — 20 kg gelten. Natflrlich muB man, um die 
OrSfie einer Kraft hiernach aus der Zeichnung entnehmen zu 
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kSnoeii, samt die währe Lange der ihr entspredienden Strecke 
bfwHi ii wmi, Toa der umiittelbmr nur die PrqjektioDen gegeben sind. 
Dies kaum aber nadi bekannten Begefai der darstellenden Geometrie 
leidit wasgeBÜnrt werden. 

Ans beidm Maßstäben folgt andi der Mafistab, nach dem die 
Fladien der Momentendreiecke ansramessen sind. Von der Grund- 
linie, die die Kraft darstellt, bat jeder Milfimeter die Bedeutung 
Ton 20 kg nnd Ton dem Hebelarme stellt jeder Millimeter in Wirk- 
lidikeit 40 mm oder 0,04 m vor. Beaditet man noch, daß der 
l>reieeksinhalt nur das halbe Produkt aus Grundlinie und Höhe 
angibt, so folgt, daß jeder Quadratmillimeter des Dreiecksinhaltes 
ein Momoit Ton 2 • 20 • 0,04 oder 1,6 mkg angibt. Anstatt dessen 
kann man audi für jedes Dreied^ sofort den doppdten Inhalt be- 
rechnen (indem man die Division mit 2 weglaßt) und hat dann hier- 
für 1 qmm = 0,8 mkg zu setzen. Die Aasmessung der doppelten 
Drnecksflldien lieferte 

Jf, = 78,8 — 97,5 = — 18,7 qmm = — 15,0 mkg 
11,= 241 -f 107 — 105 = -h 243 qmm = + 194,4 mkg 
M. = 102,5 + 77 — 105 = + 74,5 qmm = + 59,6 mkg. 

Als Maßstab für das Auftragen der MomenteuTektoren wurde 
1 nun = 4 mkg gewählte Dabei mußte M^ des n^^ativen Yorzeidiens 
wegen im Sinne der n^atiyen X-Achse aufgetragen werden. FQr 
die Große des resultierenden Momentes SR erhJÜt man schließlich 
(nach Ermittelung der wahren Länge) 204 mkg und f&r die Größe 
der Besultierenden 9i 148 kg. 

23. Aufgabe. Eme WdU (ehca die Sckwumgradwdie einer 
Ikm^fmasdÜHe) ist m ewn Lagern A nnd B (Abb. 78) nniersUUzt 

nnd frdgi Lasten (GewidUy 
_^^-^^ ^^^^..^^'^y^ Bientensugn^dg^.) die in drei ver- 
^/^ sdnedenenEbenen, I (vertikal^ 
y^ n (horisontat) nnd III (unier 

-..^^Jfe 30^ gegen U geneigt) enäuüten 

^^^^^ sind. Man soü das resuttierende 
Biegungsmunnent fihr versdnedene 
9^""^^'^^"''^ Querseknitte erwnüdn. 

aml T8. Lösung. Um das zur Be- 

redinung auf Biegungsfestigkeit 
erforderlidie Biegungsmoment för einen irgendwie belasteten Stab in 
besug auf einen bestonmten Querschnitt zu erhalten, denkt man sich 
alle Lasten auf der einen Seite, gewöhnlich links Yom Querschnitte, 
zu einer durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehenden Besul- 
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tierenden und einem resultierenden Momente zusammengefaßt. Steht 
der Momentenvektor des resultierenden Momentes senkrecht zur Stab-« 
achse, so gibt er unmittelbar das Eiegungsmoment fOr den QueiS 
schnitt an. Im andern Falle wird das Biegungsmomeut durch die 
zur Stabachse senkrecht stehende Komponente des Momentenvektors 
angegeben, während die in die Bichtung der Stabachse fallende 
Komponente das zu einer Beanspruchung auf Verdrehen führende. 
Torsionsmoment angibt. X 

Wenn die Lasten, wie in Abb. 78, die Stabachse sämtlich schnei- 
den, kommen überhaupt keine Torsionsmomente vor. Es mag in- 
dessen bemerkt werden, daß eine der Kräfte ursprünglich auch aü 
einer auf der Welle aufgekeilten Kurbel oder sonstwie exzentrisch 
angegriffen haben kann; dann ist sie aber in der durch ihren An- 
griffspunkt senkrecht zur Welle gezogenen Ebene parallel nach der 
Wellenachse zu verlegen und in Abb. 78 ist angenommen^ daß diese 
Verlegung bereits ausgeführt sei. Für das Biegungsmoment ist es 
nämlich ganz gleichgültig, ob die Last an einem Kurbelzapfen oder 
an dem ibm entsprechenden Punkte der Wellenachse angreift, da die 
Parallelverlegung nach der Achse nur zu einem Torsionsmomente 
und nicht zu einer senkrecht zur Wellenachse stehenden Komponente 
des Momentenvektors führt. 

ATn einfachsten löst man die Aufgabe derart, daß man zunächst 
in jeder der drei Lastebenen die darin auftretenden Lasten, Auf- 
lagerkräfte und Biegungsmomente für sich untersucht und dann die 
zugehörigen Momentenvektoren geometrisch summiert. In jeder Last- 
ebene kann man mit Hilfe eines Seilpolygons, dessen Horizontalzug 
man in lallen Fällen gleich groß wählt, die Momentenfläche auftragen, 
wie es in Abb. 79 (S. 162) geschehen ist. Die Momenteoflächen 
sind schraffiert und mit den Nummern I, II, III der Lastebenen be- 
zeichnet, zu denen sie gehören. 

Oben in Abb. 79 ist eine Gesamtansicht der Welle mitEinzeich- 
nung der Kräfte ^^ $2 ^g $4 gegeben, von denen sich freilich ^ 
und $3 als Punkte projizieren. Daneben steht eine Seitenansicht, in 
der sich ^^ ^^^ $s decken. Noch etwas weiter rechts sind in der 
Seitenansicht die Richtungen und Pfeile der Momentenvektoren äßi, 
9Ru) 3Rni angegeben, die zu den Biegimgsmomenten in den Last- 
ebenen I, II, III gehören. 

Gerade diese Festsetzung der Pfeile erfordert eine sorgfältige 
Überlegung, zu der man sich am besten der axonometrischen Über- 
sichtsfigur in Abb. 78 behufs Erleichterung der Vorstellung bedient. 
Dabei denke man daran, daß es sich um das Biegungsmoment für 
einen Querschnitt zwischen den Lagern Ä und B handeln soll und 
daß man von den Kräften an jenem. Teile der Welle bis zu dem be- 

Föppl: Graphische Statik. 3. Aufl. H 
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trachteten Querschnitte liio, der zum Lager A gehört, die Homente 
EU nehmen hat. In der Lutebene I wirkt die Eraft jß^ nach abwSrtB; 
der zageh9rige Auflagerdruck in A geht nach oben und das Sfoment 
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des Auflagerdruckes dreht im Uhrzeigersinne für einen vom stehen- 
den Beschauer. Nach dieser Seite ist daher Tli rechtwinklig zur 
Ebene I abzutragen, wie es in der rechten oberen Ecke von Abb. 79 
geschehen ist — In der Lastebene 11 treten die beiden Lasten ^ 
und $, außerhalb der Stützpunkte auf; die zugehörigen Auflager- 
kräfte haben den entgegengesetzten Pfeil und wenn die Belastung 
symmetrisch ist ($2 ™ $8 ^^^ beide gleich gelegen), so sind auch die 
Auflagerkrafte gleich und ebenso groß wie eine der Lasten. Für 
einen z¥risehen Ä und B gelegenen Querschnitt hat man dann an 
dem nach Ä hin liegenden Teile der Welle ein ErSftepaar, das von 
oben her gesehen entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne dreht. Der 
Pfeil von äRn ist daher nach abwärts einzutragen, wie es auch auf 
der bereits erwähnten kleinen Übersichtsfigur geschehen ist. Auf die- 
selbe Weise findet man^ daß der Pfeil von SKjn nach links oben zeigen muß. 

Diese Bemerkungen bezogen sich auf die Richtungen der Mo- 
mentenvektoren, während die Größen für die verschiedenen, in der 
Abbildung mit a, 5, c . . • . bezeichneten Querschnitte, sofort aus den 
MomentenfiächcD I, II, III en.tnommen werden können. Da nämlich 
der Horizontalzug bei allen drei Seilpolygonen gleich groß gewählt 
wurde (die zu den Seilpolygonen gehörigen Eräftepläne wurden in 
der Abbildung fortgelassen), geben die auf den Vertikalen a, b usf. 
durch die Momentenflächen gebildeten Abschnitte unmittelbar ein Maß 
für die Größen der Biegimgsmomente und daher auch für die zu- 
gehörigen Momentenvektoren ab. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man zur graphischen Sum- 
noierung der Momentenvektoren schreiten. Die hierzu dienenden Poly- 
gone sind auf der rechten Seite der Abbildung untergebracht und 
einzeln mit den Buchstaben a bis h der Querschnitte bezeichnet, zu 
denen sie gehören. An Stelle von äRi ist in den Polygonen kürzer 
I geschrieben usf. Die Pfeile von I, II, III konnten unmittelbar aus 
der dafür vorher gegebenen Übersichtsfigur, die Größen mit dem 
Zirkel aus den Momentenfiächen I, II, m übertragen werden. Die 
vierte Seite des Viereckes gibt jedesmal den resultierenden Momenten* 
vektor an; in den Figuren ist E dazu geschrieben. Mit 22. kennt 
man zugleich das Biegungsmoment, das ermittelt werden sollte. 

Hierbei ist noch darauf aufmerksam zu machen, daß die resul- 
tierenden Momentenvektoren für die einzelnen Querschnitte nicht nur 
in den Größen, sondern auch der Eichtung nach voneinander ab- 
weichen. Denkt man sich jeden Momentenvektor im zugehörigen 
Punkte der Stabachse angeheftet, so bildet ihre Aufeinanderfolge eine 
windschiefe Fläche. 

Auf die Eichtungen der Momentenvektoren und auch auf die 
Bichtxmg, nach der die Durchbiegung der Welle an einer bestimmten 



164 Dritter Abschnitt. Die Kräfte im Baume. 

Stelle erfolgt, braucht man aber gewöhnlich nicht weiter zu achten. 
Bei kreisförmigen Querschnitte ist es f&r die Beanspruchung des Ma^ 
teriais schon an sich gleichgültig, in welcher Bichtnng di^ Biegung 
erfolgt und überdies dreht sich die Welle, während die Suraftebeneu 
festliegen, so daß jeder Momentenvektor ohnehin der Beihe nach alle 
Bichtungen relativ zum Querschnitte einnimmt. 

Kümmert man sich hiernach nur um die absolute Größe der 
Biegungsmomente, so kann man diese für alle untersuchten Quer- 
schnitte in einer besonderen Figur übersichtlich zusammenstellen, in- 
dem man von jedem Punkte der Wellenachse aus eine Ordinate zieht^ 
die gleich der Seite B im zug^örigen Momentenvektorenpolygone 
gemacht wird. Am unteren Ende der Abbildung ist die dadurch er- 
haltene Momentenfläche durch Schraffierung hervorgehoben und mit 
dem Buchstaben B bezeichnet. Für jeden Querschnitt der Welle 
findet man daraus das zugehörige Biegungsmomeut durch Multipli- 
kation der Ordinate der Momentenfläche mit dem vorher für alle 
Seilpolygone i^bereinstimmend gewählten. Horizontalzuge. 

Hierzu mag noch bemerkt werden, daß die untere Grenz- 
linie der Momentenfläche B teils durch gerade Linien, 'toills 
durch Hjperbelbögen gebildet wird. Bechnerisch läßt sich diese 
Behauptung, auf die aber ini übrigen nicht viel ankommt, leicht 
beweisen. - 

24. Aufgabe. Ein Stab AB (Abb. 80) ist an beiden Ehäm 
gestützt tmd trägt zwei Lasten^ von denen die me, Pj lotredht ge^ 
richtet ist mid 500 kg beträgt, während Pg horizontal u/nd gleich 
600 kg ist. Man soll die Momentenfläche für das aus beiden Lasten 
resultierende Biegu/ngsmoment konstruieren. 

Lösung, Die Lösung schließt sich genau an die der vorher- 
gehenden Aufgabe an, von der sie sich nur durch die etwas einfachere 
Belastungsannahme unterscheidet. Zuerst konstruiert man in der 
Aufrißebene die zu P^ gehörige dreieckige Momentenfläche I und in 
der Grundrißebene die zu P^ gehörige Momentenfläche 11. Für die 
Kräftepläne ist in beiden Fällen derselbe Horizontalzug zu nehmen-, 
der zu J? = 300 kg gewählt wurde. Der Aufriß ist als Ansicht von 
vom, der Grundriß als Draufsicht von oben her zu betrachten. Da 
die durch die Momentenflächen I und 11 dargestellten Biegungs- 
momente nach den üblichen Yorzeichenfestsetzungen als positiv zu 
betrachten sind, entsprechen ihnen Momentenvektoren, die auf den Be- 
schauer hin, also bei 9Rj nach vom, bei SRg nftch oben hin gehen. 
Diese Bichtimgen von %Sl^ und 3R2 sind in einer rechts stehenden 
Seitenansicht aufgetragen, worauf wie im vorigen Beispiele für die 
Querschnitte a, &, c usf. die aus I und H entnommenen Momenten- 
vektoren durch besondere Summationsdreiecke. zusammengesetzt 



wurden. Die resultierenden UomentenVektoren sind bterauf unter 
AuBerachtlaaaung der verschiedenen Richtungen der CiröBe naoh 
2U der resultierenden Uomentenfläche ü zusammengestellt. 




I «, 



S5. Äufgahe. Längs einer Geraden AB sind Eräflein steliger 
und der Größe natA gleicharmiger Verteilung re<SttwitMig eu AB 
foigebradit, so daß die graphische Sarstellimg der Krt^erleäitng 
{axoRomeiriscke Zeichnimg in Abb. 81) einen Viertelvmlauf einer 
Schraubenfiäcke ausmacht. Man soll die Kräfte m einem Rraß- 
Tereuee eusammenseteen vmd die Zentralachse des vom ihnen gebildeten 
Kräftesystemes aufsuchen. 

Lösung. Man kann jede Kraft in zwei rechtwinklige Eom* 
ponenten zerlegen, die in den Ebenen BAG und BAD enthalten 
sind. In jeder dieser Ebenen sind alle Komponenten parallel zn- 
einander und sie lassen sich leicht zu einer Resultierenden vereinigen. 
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Beide Resultierende bilden ein Kraftkreuz, das den gegebenen Kräften 

gleichwertig ist. 

Bezeichnet man, um die Rechnung durchzuführen, AB mit l 

und den Abstand eines zwischen A und B liegenden Punktes E von 

A mit aj, so ist der Winkel 9, den 
die Richtung der Kraft in diesem 
Punkte mit der horizontalen Rich- 
tung A C bildet, 




9 = 






X 

T 



Wenn die der Größe nach kon- 
stante Belastungsintensität mit p 
bezeichnet wird, so daß also pdx 
die am Längenelemente dx an- 
greifende Kraft angibt, erhält man 
für deren Vertikalprojektion 

üCX 

pdx sin. g) oder pdx sin -gy 

Die Summe der Vertikalkomponenten V beträgt daher 

1 



Abb. 81 
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dx == p 
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Der Abstand zwischen A und F, der mit v bezeichnet werden mag, 
ergibt sich aus der Momentengleichung 



Yv 



^pjxsm^dx^p[^y 



und hiernach 



V 



Sil 



Die Resultierende der Horizontalkomponenten H wird ebenso groß 

21 
als V und hat den Abstand — vom andern Endpunkte B. Hiermit 



Ä 



ist das Kraftkreuz vollständig bekannt. 

Verlegt man ferner, um das Kräftesystem auf eine Resultierende 
und ein resultierendes Moment zurückzuführen, die Kräfte -ff und V 
nach dem in der Mitte zwischen A und B liegenden Punkte F^ so 
geben sie dort eine Resultierende, die mit der horizontalen Richtung 
von AC einen Winkel von 45® einschließt und deren Größe gleich 

7/2 oder 



Anfgftben. 
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ist. Daa bei der PaiallelverleguDg toi 
die Größe 



y auftretende Homent liat 



pi'- 



und der Momeuteuvektor ist gleich gerichtet und hat gleichen Pfeil 
mit A C. Ebenso groB und senkrecht nach oben gerichtet ist der Mo- 
mentenvektor des bei der Paiallelverlegung von H nach F auftreten- 
den Krtlftopaares Der resultierende Momeotenvektor schließt daher 
mit der horizontalen Ebene BAC ebenfalls einen Winkel von 45° 
ein und hat die GrSfie 

Da die Resultierende und der Vektor des resultierenden Momentes 
auf die gleiche unter 45** durch F gezogene, zu AB senkrecht« Linie 
fallen, ist diese die Zentralachse des Kiüftesystemes. AB ist natür- 
lich eine Nnllinie. 

36. Aufgabe. Eine dreiecktge Tischplatte wird, wie Abb. 82 
im Grundrisse und Aufrisse eeigt, durch sechs Beine gehalten, von 
denen je zwei, die non derselben Ecke der Halte ausg^en, in einer 
senkrechtm Ebene liegen. Auf die Tisch- 
plaäe wirkt eine beliebig gegebene Kraft $; 
man soU die dadurch in den Beinen hervor- 
gebradtten Sbä>spannungen bereiAnen. 

Lösung. Man denke sich jede der 
sieben Ettfte ($ und die sechs Stabkrftfte) 
in eine Komponente zerlegt, die in der 
Ebene t der Tischplatte liegt, und in eine 
zweite, die rechtwinklig za i steht. Älg 
Punkt A ist demnach hier der unendlich 
ferne Punkt einer zu ; gezogeneu Kormalen 
geirählt. Wegen der hier rorliegenden be- 
sonderen Anordnung fallen sowohl die ver- 
tikalen als die in der Ebene e liegenden 
Eomponent«n von je zwei zusammengehörigen 
Beinen (1 und 2 oder 3 und 4 oder 5 und 6) 
auf dieselben Geraden. Man zerlege die 
£- Komponente von Sß (die gleich der *'"''■ *'■ 

Strecke $ im Grundrisse ist) in bekannter 

Weise nach den drei Bichtungsliuien 1, 2; 3, 4 und 5, 6 und ebenso 
die Vertikalkomponente von $ nach den durch die drei Ecken der 
Platte gezogenen Vertikalen. Die letzte Zerlegung wird am ein- 
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faohsten nach der schon im erst«n Bande (in § 23, S. 154 der 
4. Anflage) gegebenen Anleitung ausgefabtt. 

Kadidem dies geschehen ist, kennt man sowohl die vertikale 
als die horizontale Komponente dei BeBulüecenden von je swei zu- 
sanunengehCrigen Stabapannungen. Man braucht daher nur noch 
beide Eomponenten ztl einet Besultierenden zu Teieinigen und diese 
nach den beiden Stabrichtungen zu zerlegen (oder auch jede einzolne 
Komponente nach den beiden Stabrichtuugen za zerlegen und die 
^tuinungen zu summieien). 

57. Aufgaie. Ein rechtfiäckig hegremter Körper K (vgl. die 
axönometriscke AkswM in Abb. 83) wird durch 6 Sfäbe gesittet, 
von denen 3 in einem Pitnkt A 
eusammenlaufen, während die 3 
• 3000 kg andern in einer lotrechten Ebene E 
liegen. Längs einer Kante von K 
loirkt eine horvsontal gerichtete 
Last von 3000 kg. Man soU 
die ditrch sie hervorgebraiAten 
Släbspannur^en ermittein. 

Erste Lösung. Man ver- 
legt den Angriffapunkt von P 
nach dem Funkt S, in dem die 
Bdchtungslinie von P die Ebene E 
schneidet, verbindet B mit A 
und zerlegt hierauf P in die beiden 
Eomponenten P^ und P,. In Abb. 84' und 84'' ist diese Zer- 
legung durch ein Erftfteparalletogramm ausgeführt. Hierauf wurde 
der Angriffspunkt von fj nach A verlegt und im Au&iS ein Kr&fte- 
dreieck daran gefKgt, von dem eine Seite in Richtung von 1, die 
andere in der dort gemeinsamen Sichtung von 2 und 3 gezogen ist 
Durch Herabloten in den Grundrifi findet mau dort den Endpunkt 
der Seite 1 des Er&ftevierecks, das nun noch durch Ziehen von 
Parallelen zu den Stahprojektionen 2 und 3 ergänzt werden kann. 
Der Schnittpunkt von 2 und 3 ist in den Aufriß zu übertragen. 
Yon 2 und 3 sind hierauf noch die wahren Längen zu ermitteln. 
Die hierzu nötigen Linien sind in der Zeichnung weggelassen. Man 
erhKlt f^r die Stäbe 1, 2, 3 die Stabspannungen 
-I- 3870; - 2920; + 670 kg. 

Die Kraft P, wird in der Seitenansicht Abb. 84" in wahrer GröBe 
gefunden. Um diese Kraft nach den Richtungen der Stäbe 4, 5, 6 
zu zerlegen, kann man aich des Culmannschen Verfahrens bedienen, 
indem man den Schnittpunkt von P, mit 5 mit dem Schnittpunkte 
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TOD i und 6 vetbindät und hierauf den in Abb. 85 ersichtlichen 
KiSfteplan zeichnet. Man findet die StabBpiumnngen von 1, 5, 6 zu 
+ 770; - 750; — 1870 kg. 
Zweite Lösung, Uan kann die Aufgabe auch auf redme- 
lischem Wege noch dem Momentensatze lösen. Vetl&ngert man im 
Aufrisse die beiden Linien, auf denen sich 2 und 3 sowie 4, 5 und 6 
projizieren, bis znm Sdinittpunkte, so ist dieser als Projektion einer 



Abb. Mn, Mb lud 840. 

rechtwinklig zum Aufrisse stehenden Momentenachse zu betrachten, 
die diese fOnf Stabrichtungslinien schneidet. Aus der Momenten- 
gleichung, die fElr die Aufrifiprojektion sofort angeschrieben . 
werden kann, findet man daher die Stabspumung 1. ^/j 
Femer schneidet eine Achse, die man durch A in lot- /■■^Z 
rechter Richtung ziehen kann, ebenfalls ffinf Stab- ii/^ 
richtungalinien, nämlich auBer 1, 2, 3 auch noch 4 und 5 ' 
(im unendlichen). Die zugehörige Momentengleichung l&8t 
sich aus dem Grundrisse ohne weiteres ablesen und liefert Stab- 
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spümung 6. Ebenso läßt sich auch noch für eine Achse, die 
durch Ä und den Schnittpunkt von 6 und 4 gezogen ist, nach ge- 
ringer Vorbereitung (nämlich nach Projektion von P auf eine zu 
dieser Achse senkrechte Ebene) eine Momentengleichung anschreiben, 
aus der sich Stabspannung 5 sofort ermitteln läßt. Nachdem man 
1, 6 und 5 bereits kennt, kann man auch eine Momentengleichung 
fftr eine Achse benützen, die die Fußpunkte der Stäbe 2 und 4 
verbindet, da in dieser Gleichung nur noch Stabspannung 3 als 
Unbekannte vorkonmit. Da dann nur noch zwei Stabspannungen, 
nändich 2 imd 4, unbekannt geblieben sind, kann man die gegebene 
Last und die vier bereits ermittelten Stabspannungen graphisch 
aneinanderreihen und durch die Endpunkte des Linienzuges Paral- 
lelen zu 2 und 4 ziehen. Beide müssen sich schneiden, was zu- 
gleich als Kontrolle dient. Damit sind dann alle Stabspannungen 
gefunden. 
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Abb. 86 a. 
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28. Aufgabe, Der in 
Abb. 86 gezeichnete Zylinder A 
ist durch 6 Stäbe gestützt, von 
denen 1, 2, 3 senkrecht stehen, 
während 4, 5, 6 in einer hori- 
zontalen Ebene enthalten sind. 
Am oberen Ende des Zylinders 
greift eine horizontal gerichtete 
Kraft P von 1000 leg an. Man 
soU die Stabspannu/ngen berech- 
nen; die dazu erforderlichen Maße 
sind aus der Abbildung zu ent- 
nehmen, 

Lösung, Da von den sechs 
Stäben drei in einer Ebene Uegen 
P'-IO OO kg und die drei andern durch einen 
(im Unendlichen liegenden) Punkt 
gehen, kann man durch je fünf 
Stäbe eine Achse legen, die alle 
fEinf schneidet, so daß die Span- 
nung des sechsten Stabes aus 
einer auf diese Achse bezogenen 
MomentengleichuBg sofort gefunden werden kann. 

Verbindet man die Durchstoßpunkte der Linien 1 und 3 mit 
der Ebene durch 4, 5, 6, so erhält man eine Achse, die die ge- 
nannten fünf Stäbe schneidet. Außerdem geht diese Achse aber 
auch parallel zu P und daher muß das Moment der Stabspannnng 2 
ebenfalls Null sein. Daraus folgt, daß Stab 2 spannungslos bleibt. 




Abb. 86 b. 
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Hierauf kann man, um 1 zu berechnen, irgendeine durch 3 in der 
Ebene 4, 5, 6 gehende Momentenachse benutzen, da es auf 2 nicht 
mehr ankommt. Man wählt dazu am bequemsten die zur Aufriß- 
ebene senkrechte Achse und findet nach Abmessen der Hebelarme 

1000 • 2 

Ebenso groß, aber von entgegengesetztem Vorzeichen muß die 
Spannung von 3 sein, weil bei allen anderen Eräften keine verti- 
kalen Komponenten vorkommen imd die Eomponentensumme für 
jede Richtung Null liefern muß. Um 4 zu berechnen, sucht man 
den Schnittpunkt von 5 und 6 auf und schreibt die Momenten- 
gleichnng for eine durch diesen Punkt gehende vertikale Achse 

*°' *^^ ^^"^ 1000 .11 

gefanden wird. Für 5 und 6 erhält man ebenso — 176 und 
— 471 kg Spannung. — Zur Probe kann man sich nachträglich 
noch davon überzeugen, ob sich ans den gefundenen Kräften und P 
ein geschlossenes Polygon zeichnen läßt, wobei es nur auf die 
Grmdrißprojektion ankommt. 
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Das ebene Facbwerk. 

§ 32. Die Zahl der notwendigen Stäbe. 

In der Ebene seien n Punkte gegeben, die durch Linien von 
unveränderlicher Länge zu einer in sich unverschißblichen 
Figur miteinander verbunden werden sollen. Es fragt sich, 
wieviel Verbindungslinien hierzu erforderUch sind. Wir denken 
uns zunäißhst drei Punkte durch drei Linien zu einem Dreiecke 
verbunden. Diese drei Punkte können dann ihre Lage gegen- 
einander nicht mehr ändern, da die Gestalt des Dreieckes durch 
die Längen der drei Seiten vollständig bestimmt ist. Ein vierter 
Punkt kann durch zwei weitere Linien, die nach zwei Eckpunkten 
des Dreieckes geführt sind, an dieses angeschlossen werden. 

Auch jeder weitere Punkt, kann an die bereits vorhandene 
Figur durch zwei neue Verbindungslinien, die nach irgend zwei 
von deren Eckpunkten geführt sind, unverschiebUch ange- 
schlossen werden. Man erkennt daraus, daß man im allge- 
meinen doppelt soviel VerbindungsKnien nötig hat, als Punkte 
angeschlossen werden sollen. Nur im Anfange, bei der Ver- 
bindung der drei ersten Punkte zu einem Dreiecke kommt man 
mit weniger Linien aus: man braucht hier nur drei Verbindungs- 
linien, während das Doppelte der Anzahl der dadurch mitein- 
ander verbundenen Punkte sechs beträgt. Man kann also sagen, 
daß man im Anfange drei Linien spart, im übrigen aber doppelt 
so viele Linien als Punkte nötig hat. Die Zahl m der zur Her- 
stellung der unveränderUchen Figur mit n Ecken erforderhchen 
Verbindungslinien beträgt daher, zunächst wenigstens für die 
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hier vorausgesetzte Bildungsweise der Figur 

m=2n-3. (33) 

Der Zusammenhang dieser rein geotnetrischen Betrachtung 
mit der Lehre von den Tragkonstruktionen liegt auf der Haud; 
auch von eiaem ^3inder" wird in erster Linie verlaiqtgt, daß 
er eine in sich unverschiebliche Figur bilde. An Stelle der Yer- 
binduAgslinien tieteu hier die Stäbe und an diese wird zur Auf- 
rechterhaltung des Zusaimnenhanges nur die Anforderung ge- 
stellt, daß sie ebenso wie vorher die Verbindungslinien eine 
Entfemungsänderung ihrer Endknotenpunkte zu verhüten ver- 
mögen, d.h. es genügt, wenn sie nur gegen Zug- oder Druck- 
beanspruchung hinreichend widerstandsfähig sind. Gleichung (33) 
gibt daher die Zahl der notwendigen Stäbe in einem „Binder** 
oder allgemeiner gesagt in einem ebenen Fachwerke an. 

Nachträglich kann man auch noch zwischen irgend;! wei 
andern Funkten, zwischen denen vorher keine unmittelbare Ver- 
bindung bestand, einen Stab einschalten. Die Figur ist dann, 
wie man sagt, geometrisch überbestimmt und der 
für den Zusammenhang entbehrUche Stab wird als ein ü b ota 
zähliger Stab bezeichnet. Übrigens braucht nicht gerade 
der zuletzt eingefügte als der überzählige Stab betrachtet zu 
werden; man wird, nachdem er eingesetzt ist, auch diesen oder 
jenen von den übrigen Stäben fortnehmen können, ohne die Un- 
verschiebHchkeit der Figur dadurch aufzuheben. Wenn, man 
von den überzähligen Stäben redet, handelt es sich daher mehr 
um deren Anzahl, die nach Gleichung (33) leicht festgestellt 
werden kann, als um eine bestimmte Bezeichnung jener Stäbe» 
die als überzähUge angesehen werden sollen. In dieser Hinsicht 
dürfen wir vielmehr die Wahl innerhalb gewisser Grenzen nach 
Willkür treffen. 

Wenn aber das Fachwerk auf die vorher beschriebene 
Weise, ohne nachträgUche Beifügung überzähliger Stäbe auf- 
gebaut wurde, darf jedenfalls keiner von den Stäben mehr ent» 
femt werden, ohne die ünverschiebUchkeit aufzuheben. Um 
dies zu erkennen,, denken wir uns ein zweites Fachwerk in der« 
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selben Weise hergestellt wie das erste, mit dem einzigen unter- 
schiede, daß ein beliebig ausgewählter Stab dabei etwas größer 
oder etwas kleiner ist, während die andern so lang sind wie vor- 
her. Die Figur, die wir jetzt erhalten, ist aus denselben Gründen 
nnverschieblich wie die erste. Jeder anderen Annahme über die 
Länge des einen Stabes, den wir ausgewählt hatten, entspricht 
auch eine andere Pachwerkgestalt. 

Wir wollen uns die frühere Figur und dier nach Änderung 
der einen Stablänge erhaltene neue Figur aufeinandergelegt 
denken, so daß zwei einander entsprechende Seiten zusammen« 
fallen. Wir haben dann die ursprüngliche Lage der Knotenpunkte 
und die neue Lage nach der Gestaltänderung unmittelbar neben- 
einander und die Verbindungslinie gibt die Verschiebungs- 
richtung an, in der sich jeder Knotenpunkt bewegt, wenn der 
Stab, dessen Länge wir als veränderlich betrachtet haben, her- 
ausgenommen ist. Hierbei werden übrigens manche der Knoten- 
punkte überhaupt nicht von der Gestaltänderung der Figur be- 
troffen werden, sondern während derselben in Ruhe bleiben. 

Wir wollen jetzt irgend zwei Knotenpunkte ins Auge fassen, 
zwischen denen kein Stab besteht und von denen sich mindestens 
der eine während- der nach Fortnahme eines Stabes möghchen 
Gestaltänderung der Figur bewegt. Die Entfernung dieser beiden 
Knotenpunkte wird sich während der Gestaltänderung im all- 
gemeinen ebenfalls ändern. Dann genügt es, beide Knotenpunkte 
durch einen neuen Stab miteinander zu verbinden, um die ün- 
verschieblichkeit der Figur wieder herzustellen. Denn die Art 
der Bewegimg, die vorher noch möglich war und die einem ein- 
zigen Freiheitsgrade des ganzen Systems entsprach, hatte die 
Entfemungsänderung der beiden Knotenpunkte zur notwendigen 
Folge und sobald diese durch Anbringen des neuen Stabes aus- 
geschlossen wird, fällt damit auch die Möglichkeit der Bewegung 
selbst. 

Es kann freilich auch vorkommen, daß sich die beiden 
Punkte, die wir betrachteten, in der ursprünglichen Gestalt der 
Figur gerade im Maximum oder auch im Minimum des Abstandes 
befanden, der bei den gegebenen Längen der übrigen Stäbe 
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möglich ist. Dann bringt eine kleine Gestaltänderung des Fach- 
werks nur eine von der zweiten Ordnung kleine Längenände- 
rung des Abstandes beider Punkte hervor und ein Stab, den wir 
zwischen ihnen einsetzen, vermag alsdann unendlich kleine Ge- 
staltänderungen nicht zu verhindern. Dieser Ausnahmefall ist 
daher zu vermeiden. 

Wir sind durch diese Betrachtung zu dem Schlüsse gelangt, 
daß ein Stab durch einen passend gewählten andern ersetzt 
werden kann. Diese Stabvertauschung spielt, wie 
wir noph sehen werden, in der Theorie des Fachwerkes eine 
wichtige Rolle. Wir können dadurch von solchen Fachwerken, 
die nach dem bisher allein angewendeten, einfachsten Verfahren 
zusammengesetzt wurden, zu andern aufsteigen, die eine davon 
ganz abweichende GUederung besitzen. An der Zahl der not- 
wendigen Stäbe wird aber durch die Stabvertauschung jeden- 
falls nichts geändert. Wir schließen daraus, daß Gleichung (33) 
auch für die nach anderen Bildungsgesetzen gegUederten Fach- 
werke gültig bleibt. Hierfür werden wir übrigens alsbald noch 
einen strengeren Nachweis kennen lernen. 

§ 33. Die Stabspannungen* 

Nach der geometrischen Untersuchung der. Fachwerkfigur, 
auf die wir uns bisher beschränkten, bleibt noch die statische 
Aufgabe zu lösen, die in den Stäben des Fachwerkes bei ge- 
gebenen Lasten auftretenden Spannungen zu ermitteln. Die 
Lösung gestaltet sich sehr einfach, wenn das Fachwerk von 
einem Ausgangsdreiecke aus durch fortgesetzte Angliederung 
neuer Knotenpunkte durch je zwei Stäbe erzeugt werden kann. 
In diesem Falle kann man ohne weiteres einen Kräfteplan zeich- 
nen, indem man mit dem zuletzt angeschlossenen Knotenpunkte 
beginnt, von dem nur zwei Stäbe ausgehen. Nachdem die Span- 
nungen dieser Stäbe durch Zeichnen eines Kräftedreieckes er- 
mittelt sind, wendet man sich zu dem vorher angeschlossenen 
Knotenpunkte, dann zu dem diesem vorausgehenden usf., wobei 
man jedesmal nur zwei Stäbe vorfindet, deren Spannungen noch 
nicht aus dem bereits gezeichneten T^ile des Kräfteplanes 
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bekannt sind. Aus dem Kraftecke für den gerade vorliegenden 
Knotenpunkt findet paan sofort die bis dahin unbekannt ge-* 
bliebenen beiden Stabspannungen. Dieses Verfahren läßt sich 
bis zum Ausgangsdreiecke liin fortführen und auch die Stab 
Spannungen des Ausgangsdreieckes erhält man in derselben 
Weise. 

Wegen der einfachen Berechnung sollen die in dieser Weise 
gegliederten Pachwerke als einfache Fach werke be-» 
zeicluiet werden. Zugleich werden sie auch als s t a t i s c h b e.>» 
stimmteFachwerke bezeichnet, weil man bei gegebenen 
Lasten alle Stabspannungen ohne Zuhilfenahme der Elastizitäts* 
theorie bloß aus den Gleichgewichtsbedingungen der Statik 
finden kann. Nicht alle statisch bestimmten Fachwerke sind in^ 
dessen zugleich einfache. Aus den einfachen Fachwerken kann 
man nämlich durch das zuvor besprochene Mittel der Stabver- 
tauschung andere erhalten, die dann zwar immer noch 
statisch bestimmt sind, für die man aber einen £j:ä.f te» 
plan auf die bisher besprochene Art nicht mehr , zu ^^ichnen 
vermag. 

Statisch unbestimmt sind dagegen die vorher 
als „geometrisch' überbestimmt'* bezeichneten Fachwerke, in 
denen überzählige. Stäbe vorkommen. Hat man auch nur einen 
überzähligen Stab, so vermag man sehr viele Wertsysteme für 
die Stabspannungen anzugeben, die an allen Knotenpunkten 
Gleichgewicht herstellen und die daher vom rein statischen 
Gesichtspunkte aus alle gleich gut mögUch sind. M^Vl kann 
Z. B. annehmen, daß die Spannung des überzähligen Stabes 
gleich Null sei. Dann ist es ebensogut, als wenn der Stab gar 
nicht vorhanden wäre, und für den dann übrig bleibenden statisch 
bestimmten Best kann man die in ihm vorkommenden Stab-^ 
Spannungen aus den Gleichgewichtsbedingungen in eindeutiger 
Weise berechnen. Die Spannung des überzähligen Stabes könnte 
aber auch etwa gleich 1 1 Zug oder 2 t Druck usf. angenommen 
werden. Zu jeder dieser Annahmen gehört ein anderes System 
von Spannungen in dem statisch bestimmten Beste. Man. kann 
sich nämlich, um dieses zu finden, dßn überzähligen Stab wie^ 
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derum beseitigt denken, falls man nur in den beiden Kjaoten- 
punkten, die er verbindet, dafür äußere Kräfte anbringt, die 
gleich den von ihm auf diese Knotenpunkte übertragenen Span- 
nungen sind. 

Man erkennt daraus, daß man allgemein im geometrisch 
überbestimmten Fachwerke so viele Stabspannungen willkürUch 
annehmen kann, als überzählige Stäbe vorkommen, worauf die 
übrigen so ermittelt werden können, daß an jedem Knoten- 
punkte Gleichgewicht hergestellt wird. Natürlich kaun von 
allen diesen unendüch vielen Wertsystemen der Stabspannungen 
oder „Spannungsbilder n**, wie man dafür oft zu sagen 
pflegt, nur eines wirkUch zustande kommen. Die bloßen Gleich- 
gewichtsbedingungen genügen aber nicht, um dieses unter den 
zunächst als möglich erkannten herauszufinden. Dazu muß man 
auf die elastischen Formänderungen der Stäbe eingehen, wie 
später gezeigt werden wird. In diesem Abschnitte soll aber von den 
statisch unbestimmten Fachwerken nicht weiter die Eede sein. 

Ein Verfahren, das auf alle Fälle zur Berechnung 
der Stabspannungen in beliebig geglieder- 
ten statisch bestimmtenFach werken ausreicht, 
soll hier sofort angegeben werden, wenn es auch wegen der Um- 
ständlichkeit der Bechnung praktisch nicht gut verwendbar ist. 
Dafür hat es aber den Vorzug, eine grundsätzlich sehr einfache 
und darum auch besonders leicht verständliche Vorschrift an- 
zugeben, nach der es immer mögUch sein muß, die Stabspan- 
nungen zu finden. Es eignet sich daher besonders zur Anstellung 
allgemeiner Betrachtungen über das Spannungsproblem und 
findet seinen Platz am besten am Eingange zu diesen Unter- 
suchungen. Die für die praktische Ausführung bequemeren 
Methoden folgen erst in den späteren Paragraphen. 

Man denke sich alle Stäbe von 1 bis m numeriert. Einer dieser 
Stäbe mit der Nummer » hat die unbekannte Stabspannung 84, 
wobei durch das Vorzeichen zwischen Zug- imd Druckspannung 
unterschieden sein soll. Nun betrachte man einen der beiden 
Knotenpunkte, zwischen denen der Stab i verläuft. Die Gleich- 
gewichtsbedingung erfordert, daß die geometrische Sunmie aus 

FOppl: Gxaphiaolie Statik. 8. Anfl. 12 
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den an ihm angreifenden Stabspannungen und der daran ange- 
brachten Last gleich Null sein muß. Wir können diese Bedingung 
auch durch das Anschreiben von zwei Komponentengleichungen 
ersetzen. Es muß also sowohl die Suname der Horizontalkom- 
pononten als die Summe der Vertikalkomponenten aller Kräfte 
gleich Null sein. Die Horizontalkomponente von S^ finden wir 
aus S^ durch MultipHkation mit dem Kosinus des Neigungs- 
winkels, den die Stabrichtung mit der Horizontalen bildet* Da 
die Gestalt des Fachwerkes gegeben ist, kennt man alle diese 
Bichtungswinkel; außerdem kann auch das Vorzeichen der 
Horizontalkomponente von Sf sofort angegeben werden, indem 
man den Pfeil von S^ an dem Knotenpunkte so einträgt, wie er 
einer Zugspannung im Stabe i entspricht. Sollte nachher 8^ in 
Wirklichkeit als Druckspannung gefunden werden, so kehrt 
sich ohnehin das Vorzeichen des Produktes aus 8^ und dem 
Bichtungskosinus um, weil 8i dann durch eine negative Zahl 
angegeben wird. Das unter der ersten Annahme bestimmte 
Vorzeichen bleibt daher auf jeden Fall richtig. 

In jeder der beiden Komponentengleichungen kommen 
demnach nur die Spannungen 8^ usf. der an dem Knotenpunkte 
angreifenden Stäbe als Unbekannte vor. Denn auch die äußeren 
Kräfte oder Lasten, sowie deren Komponenten in horizontaler 
und vertikaler Bichtung müssen als gegeben vorausgesetzt 
werden, wenn die von ihnen hervorgebrachten Stabspannungen 
berechnet werden sollen. 

Nachdem in derselben Weise für alle ICnotenpunkte je 
zwei Komponentengleichungen angeschrieben sind, hat man im 
ganzen 2n Gleichungen, in denen nur die m Stabspannungen 
vorkommen und die für diese sämtlich vom ersten Grade sind. 
Man kann also nun die Stabspannungen durch Auflösen dieser 
Gleichungen berechnen. Dies führt zwar zu umständlichen 
Zahlenrechnungen (bei der Ermittelung der Determinanten, 
durch die die Lösung angegeben wird), kann aber zu keinen 
Schwierigkeiten anderer Art Veranlassung geben. 

Hierbei ist jedoch auf einen Umstand wohl zu achten. 
Jedenfalls müssen nämhch auch die äußeren Kräfte unter sich 
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ein Gleichgewichtssystem bilden. Nachdem wir aber die Gleich- 
gewichtsbedingangen an jedem Knotenpunkte durch Aufstellung 
der Komponentengleichungen ausgedrückt haben, ist damit die 
Bedingung für das Gleichgewicht der äußeren Kräfte schon mit 
ausgesprochen. Jene 2n Komponentengleichungen enthalten 
daher mehr, als nur die Bedingungen, denen die Stabspannungen 
genügen müssen. Drei von ihnen — denn so groß ist die Zahl 
der zwischen Kräften in der Ebene bestehenden Gleichgewichts- 
bedingungen — dienen vielmehr zum Nachweise für das Gleich- 
gewicht zwischen den äußeren Kräften, und für die Ermittelung 
der Stabspannungen bleiben nur 2n — 3 Komponentenglei- 
chungen übrig. 

Am einfachsten stellt man sich .die Sache so vor, daß die 
Lasten an allen andern Enotenpunkten bis auf zwei ganz will- 
kürlich, ohne Bücksicht auf Gleichgewichtsbedingungen, gewählt 
wurden. Auch an einem der beiden übrigen Knotenpunkte mag 
noch die Horizontalkomponönte der Last beliebig angenommen 
werden. Dann müssen aber, damit Gleichgewicht zwischen den 
äußeren Kräften bestehe, die beiden Komponenten der Last am 
letzten Knotenpunkte, sowie die Yertikalkomponente am vorher- 
gehenden Knotenpunkte den Gleichgewichtsbedingungen entsprechend 
gewählt werden. Wenn man darauf achtete, daß die beiden Knoten- 
punkte nicht auf derselben Vertikalen lagen, können die drei Kom- 
ponenten auch immer in eindeutiger Weise so berechnet werden, 
daß das Gleichgewicht gesichert ist. Anstatt eines solchen direkten 
Verfahrens können wir uns dazu aber auch die drei Komponenten- 
gleichungen für die betreffenden Sichtungen an den beiden Knoten- 
punkten benutzt denken. Man schreibe diese unter den 2n Kom- 
ponentengleichungen etwa zuletzt an. Die vorausgebenden 2n — 3 
müssen dann zur Ermittelung der Stabspannungen ausreichen. 
Nachdem sie nach den Stabspannungen aufgelöst sind, bleiben dann 
in den drei letzten nur noch die drei Komponenten der äußeren 
Kräfte als Unbekannte übrig. 

Durch diese Anordnung vermag man also aus den 2n Glei- 
chungen jene 2n— 3, die zur Berechnung der Stabspannungen zu 
verwenden sind und jene 3, die nur die Gleichgewichtsbedingungen 
zwischen den äußeren KiUften darstellen, sofort auszusondern. 
Natürlich ist diese Aussonderung, wie man zugleich erkennt, noch 
auf sehr verschiedene Art möglich. Jedenfalls bleiben aber stets 
2n — 3 Gleichungen zwischen den m unbekannten Stabspannungen 
zur Verftlgung. 

12* 
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» 

Auch hieraus erkennt man — und zwar diesmal ohne jede 

Voraussetzung über die Gliederung des Pachwerkes — , daß die 

Zahl der Stäbe 

TU = 2u — 3 

betragen muß, wenn das Fachwerk statisch bestimmt sein soll. 
Auch ob etwa ein Ausnahmefall vorliegt, muß sich beim Auf- 
lösen der 2n — 8 Gleichungen herausstellen. Die Gleichungen 
genügen nämlich nur dann zur Ermittelung der Unbekannten, 
wenn sie alle unabhängig voneinander sind und sich nicht 
widersprechen. SoUte eine von ihnen schon eine notwendige 
Folge der übrigen sein, so müßte sich dies bei Benutzung der 
Determinanten zur Auflösung darin zeigen, daß die Determinante 
aus den Koeffizienten der Unbekannten zu Null würde. Außer- 
dem kann diese Determinante, auch ohne daß eine solche Ab- 
hängigkeit der Gleichungen voneinander besteht, zu Null werden. 
Auch dies entspricht einem Ausnahmefalle. Die Stabspannungen 
werden dann bei beUebig gegebenen Lasten, wie aus der Lösung 

der Gleichungen folgt, unendlich groß. 
Ein solches Fachwerk wäre für die Aus- 
führung unbrauchbar. 

SchheßHch seien noch beide Fälle an 

einfachen Beispielen vorgeführt. Um fünf 

Knotenpunkte unverschieblich miteinander 

zu verbinden, braucht man, wie aus Gl. 

(33) hervorgeht, sieben Stäbe. Wollte man 

diese aber etwa so verteilen, wie in Abb. 87, 

so würde man den Zweck trotzdem nicht erreichen. Das Viereck 

mit den beiden Diagonalen hat einen Stab zuviel und dieser 

fehlt zur Befestigung des fünften Knotenpunktes. 

Der andere Fall kommt bei Abb. 88 vor. Hier sind die 
ersten vier Knotenpunkte zu einem statisch und geometrisch be- 
stimmten Fachwerke durch die zwischen ihnen gezogenen Stäbe 
verbunden und auch der letzte Knotenpunkt 5 ist vorschrifts- 
mäßig durch zwei Stäbe angeschlossen. Hier wäre also gegen 
die Gliederung nichts einzuwenden, wenn nicht die beiden zum 
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Knotenpunkte 5 gehenden Stäbe auf dieselbe Gerade fielen. 
Dadurch wird der Ausnahmefall bedingt. 

Geometrisch erkennt man dies daran, daß sich Punkt 5 
senkrecht zur gemeinsamen Bichtungslinie beider Stäbe um eine 
unendlich kleine Strecke zu verschieben vermag, ohne daß sich 
die Stablängen um mehr als um unendlich kleine Größen zweiter 
Ordnung zu ändern brauchten. Oder mit andern Worten: da 
die Stäbe praktisch ihre Längen immer um kleine Größen zu 
ändern vermögen, so kann Knotenpunkt 5 Wege zurücklegen, 
die weit größer sind, als diese Längenänderungen und jedenfalls 
größer, als man es bei einem Fachwerke im allgemeinen dulden 
kann. Die Stabverbindung ist, wie man in der Umgangssprache 
zu sagen pflegt, „wackelig''. 

Auch vom statischen Gesichtspunkte zeigt sich, daß ein 
Ausnahmefall vorliegt. Sobald man eine Last am Knoten- 
punkte 5 anbringt, die zur Stabrichtung rechtwinklig ist, kann 
kein Gleichgewicht zwischen ihr und den Stabspannungen be- 
stehen. Der Knotenpunkt wird also 
jedenfalls etwas ausweichen. Sobald 
dies geschehen ist, ist der Ausnahme- 
faU nicht mehr genau verwirkUcht. Ist 
der Knotenpunkt unendlich wenig aus- 
gewichen, was man bei unnachgiebigen 
Stäben allein voraussetzen kann, so 
kann man nachher ein Kräftedreieck 
zeichnen, bei dem aber der der Last 

gegenüberliegende Winkel unendlich klein ist. Die Stab- 
spannungen werden dann unendlich groß. 

Unendlich große Stabspannungen sind freüich nicht mehr zu 
befürchten, wenn man eine Belastung des Knotenpunktes 5 ver- 
meidet, die äußeren Kräfte also nur an den vier übrigen Knoten- 
punkten angreifen läßt. Dann kommt aber der Knotenpunkt 5 
überhaupt nicht mehr in Betracht und die beiden von ihm aus- 
gehenden Stabe können durch einen einzigen, unmittelbar zwischen 
1 und 4 geführten Stab ersetzt gedacht werden. Das Fachwerk 
1, 2, 3, 4 ist daher für solche Lasten zwar stabil, aber zugleich 
statisch unbestimmt, da es einen Stab zuviel enthält. 
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§ 34. Die Grandfigur. 

Ein statisch bestimmtes Fachwerk mit n Knoten enthält, 
wie wir sahen, 2w — 3 Stäbe. Stellen wir nun für jeden Knoten- 
punkt fest, wieviel Stäbe gerade von ihm ausgehen, und addieren 
alle diese Zahlen, so erhalten wir, da jeder Stab dabei zweimal 
gezählt wird, 4w — 6. Die durchschnittüche Anzahl der von 
einem Knotenpunkte ausgehenden Stäbe beträgt hiernach 

oder 4 

Es müssen also jedenfalls Knotenpunkte vorkommen, von 
denen höchstens drei Stäbe ausgehen. Ist n kleiner als 6, so 
sinkt die durchschnittliche Stabzahl unter drei und es müssen 
dann auch Knotenpunkte mit nur zwei Stäben vorkommen. 
Wenn aber n mindestens gleich 6 ist, kann es sein, daß von 
keinem Knotenpunkte weniger als drei Stäbe ausgehen. 

Enthält das gegebene Fachwerk zunächst wenigstens einen 
Knotenpunkt, von dem nur zwei Stäbe ausgehen, so mag dieser 
samt den beiden Stäben fortgelöscht werden. Findet man in 
dem Beste wiederum einen Knotenpunkt, an dem jetzt nur noch 
zwei Stäbe angreifen, so mag auch dieser mit seinen Stäben 
beseitigt werden. Dieses Verfahren soll so lange fortgesetzt 
werden, als es möglich ist, d. h. solange man noch auf Knoten- 
punkte stößt, von denen nachher nur noch zwei Stäbe ausgehen. 
War das Fachwerk nach der im Eingange von § 32 besprochenen 
Weise aufgebaut, so durchlaufen wir beim fortgesetzten Ab- 
brechen der Knotenpunkte den Vorgang beim Aufbaue im um- 
gekehrten Sinne, bis wir wieder bei dem Ausgangsdreiecke an- 
gelangt sind, von dem dann, wenn man will, auch noch eine Ecke 
abgebrochen werden kann. 

Bei einer andern Gliederung des Pachwerkes gelangen wir 
dagegen schließlich zu einer Figur, in der von jedem Knoten- 
punkte noch mindestens drei Stäbe ausgehen. Diese Figur 
heißt die Grundfigur des Fachwerkes. Beim ein- 
fachen Fachwerke ist als Grundfigur ein Dreieck (oder, wenn man 
will, ein einzelner Stab) anzusehen. Die Grundfigur eines nicht 
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einfachen, statisch bestimmten Fachwerkes muß nach den 
vorhergehenden Auseinandersetzungen mindestens sechs Knoten- 
punkte umfassen. Hatte das gegebene Fachwerk überhaupt 
keinen Knotenpunkt, von dem nur zwei Stäbe ausgingen, so bildet 
es, wie wir sagen wollen, selbst eine Grundfigur. 

Sind die an den Knotenpunkten des Fachwerkes angreifen- 
den Lasten gegeben, so kann man für alle Stäbe, die nicht zur 
Grundfigur gehören, die Spannungen ohne weiteres durch einen 
Kräfteplan ermitteln. Man kann dann alle diese Stäbe fortneh- 
men, falls man von jenen, die von Ecken der Grundfigur aus- 
gingen, die Spannungen als äußere Kräfte oder Lasten an den 
Knotenpunkten der Grundfigur anbringt. In der Folge wird 
es sich daher nur noch darum handeln, die Stabspannungen der 
Grundfigur zu berechnen, wenn an deren Knotenpunkten ge- 
gebene Lasten angreifen. 

Als Beispiele für nicht einfache Fachwerke können hier 
zunächst die schon früher besprochenen zusammengesetzten 
Polon9eau- oder Wiegmannbinder, Abb. 17 (S. 40) und Abb. 26 
(S. 54), angeführt werden. Die Grundfigur kann in jenen Fällen 
leicht aufgefunden werden. 

Ein anderes Beispiel führt Abb. 89 vor. Es ist zugleich 
jenes Beispiel, an dessen Hand sich die Theorie der Grundfiguren 
zuerst entwickelt hat 
und das früher zu zahl- 
reichen Erörterungen 
Veranlassung gegeben 
hat, bevor die Frage end- 
gültig entschieden war. 

Man überzeugt sich zunächst leicht, daß das Fachwerk 
die notwendige Stabzahl enthält. Der Untergurt zählt in der 
Abbildung mit Einschluß der Auflagerknotenpunkte 11 Knoten 
und der Obergurt mit Ausschluß der Auflagerpunkte 9 Knoten. 
Im ganzen kommen daher 20 Knoten vor, zu deren steifer Ver- 
bindung nach Gl. (38) 37 Stäbe erforderhch sind. In der Tat 
hat man aber 10 Untergurt-, 10 Obergurtstäbe, 9 Vertikalstäbe 
und 8 Diagonalen, zusammen also 37 Stäbe. Auch wenn man 




184 Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk. 

die Zahl der Knoten des Untergurtes allgemeiner gleich a setzt, 
falls a eine ungerade Zahl bedeutet, die mindestens gleich 5 ist, 
läßt sich der Nachweis, daß die notwendige Zahl von Stäben bei 
der Gliederung nach Abb. 89 vorhanden ist, leicht erbringen. 

Hierbei ist zu beachten, daß Stäbe, deren Bichtungslinien sich 
schneiden, an den Kreuzungsstellen nicht miteinander verbunden 
sein sollen. Wenn sich nur zwei Stabrichtungen in einem Punkte 
treffen, ist es übrigens ziemlich gleichgültig, ob man sich die Stäbe 
Jn diesem Punkte verbunden denkt oder nicht. Werden sie mit- 
einander verbunden, so zählt die Verbindungsstelle als neuer 
Knotenpunkt mit; zugleich zerfällt aber jeder von beiden Stäben 
in zwei neue, so daß man einen Knotenpunkt und zwei Stäbe 
mehr hat, wodurch an der Bedingung für die notwendige Stabzahl 
und an den Stabspannungen nichts geändert wird, solange an dem 
neu geschaffenen Knotenpunkte keine Lasten angreifen. Da näm- 
lich von diesem Knotenpunkte vier Stäbe ausgehen, von denen je 
zwei in eine Gerade fallen, kann nur dadurch Gleichgewicht zu- 
stande kommen, daß die Spannungen paarweise gleich groß und 
von gleichem Vorzeichen sind. Die Spannungen laufen also durch 
den Knotenpunkt genau in derselben Weise weiter, als wenn keine 
Verbindung vorhanden wäre und es ist daher fCir die Berechnung 
der Stabspannungen am bequemsten, von der etwa vorhandenen 
Verbindung ganz abzusehen. 

Anders ist es aber, wenn sich drei ^oder noch mehr) Stäbe 
in einem Punkte schneiden, wie es in der Mitte von Abb. 89 vor- 
kommt. Vernietet man nur zwei der drei Stäbe an der Kreuzungs- 
stelle miteinander, so wird zwar ebensowenig geändert wie im 
vorigen Falle. Wenn aber alle drei miteinander verbunden werden, 
tritt nur ein neuer Knotenpunkt auf, während drei Stäbe in je 
zwei zerfallen. Man erhält also einen Knotenpunkt und drei Stäbe 
mehr, d. h. wir haben dann einen Stab zuviel und das Fachwerk 
wird damit geometrisch überbestimmt und statisch unbestimmt. 
Hier soll aber vorausgesetzt werden, daß die Stäbe an den Kreuzungs- 
stellen nicht miteinander verbunden sind. 

Die Grundfigur finden wir, indem wir zunächst den linken 
Auflagerknotenpunkt, hierauf die folgenden Knotenpunkte des 
Obergurtes und des Untergurtes, von denen alsdann nur noch 
zwei Stäbe ausgehen, abtrennen und in dieser Weise fortfahren. 
Dann wird das Fachwerk auch vom rechten Auflagerknoten 
her in derselben Weise abgebaut. Man behält schUeßUch in 
der Mitte die durch starke Striche hervorgehobene Grundfigur 
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übrig. Sie umfaßt sechs Knotenpunkte und neun Stäbe, ent- 
hält also die geringste Anzahl von Elementen, die in der Grund"* 
figur eines nicht einfachen Fachwerkes vorkommen können. 
Sie kann als ein Sechseck mit drei Hauptdiagonalen aufgefaßt 
werden, denn daß im Untergurte zwei aufeinander folgende 
Seiten in eine Gerade fallen, macht hierfür keinen Unterschied. 
— Mit der Berechnung dieser sechseckigen Grundfigur werden 
wir uns in der Folge noch eingehend beschäftigen. 

§ 35. Die Bildungsweisen des Faohwerkes. 

Eine Bildungsweise des Fachwerkes, nämlich jene, durch 
die alle einfachen Fachwerke gewonnen werden können, wurde 
schon in § 32 eingehend besprochen. Auch jedes nicht einfache 
Fachwerk, das nicht schon selbst eine Grundfigur bildet, kann 
aus seiner Grundfigur heraus auf dieselbe Weise, also durch 
Angliederung neuer Knotenpunkte durch je zwei Stäbe gewon- 
nen werden. Hier handelt es sich nur noch um die Besprechung 
solcher Bildungsweisen, die zu den Grundfiguren selbst führen. 

Eine zweite Bildungsweise, die häufig vorkommt und daher 
eine genauere Besprechung erfordert, besteht in der Vereinigung 
von zwei geometrisch und statisch bestimmten Fachwerken 
zu einem einzigen durch drei Yerbindungsstäbe. Auf die genauere 
Gestalt und GUederung der beiden Fachwerke, die miteinander 
verbunden werden sollen, kommt es bei dieser Betrachtung nicht 
an. Es ist daher am besten, wenn man von ihr zunächst ganz 
absieht, also nur darauf achtet, daß beide Fachwerke jedenfalls 
unveränderUche Figuren bilden. Um dies auch in der Ausdrucks- 
weise hervorzuheben, bezeichnet man eine solche unveränderliche 
Figur als eine Scheibe und stellt sie in der Zeichnung durch 
einen -willkürlich begrenzten Umriß dar, dessen Fläche zur Er- 
höhung der Übersichtlichkeit zweckmäßigerweise durch eine 
Schraffierung ausgefüllt wird. 

Zwei Stäbe genügen nicht, um zwei Scheiben fest mitein- 
ander zu verbmden. Die eine Scheibe kann sich dann immer 
noch relativ zur andern, aber nur in ganz bestimmter Weise oder, 
wie man sagt, zwangläufig bewegen. Gehen beide Yerbindungs- 
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Stäbe von demselben Funkte der einen Scheibe aus, wie in Abb. 
90, so besteht diese Bewegang in einer Diehting der einen Scheibe 
gegen die andere um diesen Punkt. Denkt man sich etwa die 
Scheibe / festgehalten, so kann sich // um 
den Knotenpunkt Q, der durch die beiden 
Stäbe fest mit // verbunden ist, drehen, und 
jeder Punkt von // besehreibt dabei einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt G ist. Man nennt 
dann den Knotenpunkt G ein Gelenk und 
sagt, daß beide Seheiben in diesem Gelenke 
miteinander zusammenhängen. 

In Abb. 91 ist angenommen, daß die beiden Yerbindungs- 
stäbe nicht von einem gemeinsamen Knotenpunkte ansehen. 
Denken wir uns auch jetzt wieder / festgehalten, so ist die Be- 
wegang von // von verwickelterer Art, als im vorigen Falle. 
£s ist aber für unsere Zwecke nicht nötig, diese Bewegung auf 
eine längere Strecke hin zu verfolgen, sondern es genügt, wenn 
wir sie nur bis zur nächsten, unendlich nahen (oder doch sehr 
nahen) Lage ins Auge fassen. 

Schon aus Band I (§ 20, S. 113 der 4. Aufl.) ist bekannt, 
daß jede unendlich kleine Bewegung einer starren Figur in ihrer 
Ebene als Drehung um einen bestinunten 
Punkt, den Pol der Bewegung, auf- 
gefaßt werden kann. In diesem Punkte 
schneiden sich die Normalen aller 
Bahnelemente und man findet ihn 
daher schon als Schnittpunkt von 
zwei solchen Normalen. Nun kann 
sieh Punkt B der beweglichen Figur wegen des Verbindungs- 
stabes AB nur auf einem Kreise bewegen, dessen Mittelpunkt A 
und dessen Halbmesser AB ist. Hiemach ist BA die Normale zu 
dem von B beschriebenen Bahnelemente und ebenso DC die 
Normale zum Bahnelemente des Punktes D. Der Schnittpunkt O 
beider Normalen ist daher der Pol der Bewegung der Scheibe // 
relativ zur Scheibe / oder auch, nach den gleichen Gründen, 
umgekehrt der Pol der Bewegung der Scheibe / gegen die fest- 
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gehalten gedachte Scheibe //. Solange es nur auf unendlich 
kleine Verschiebungen ankommt, verhalten sich beide Scheiben 
genau so, als wenn sie im Punkte G durch ein Gelenk zusammen- 
hingen. Wir wollen daher den Punkt als ein imaginäres 
Gelenk zwischen / und // bezeichnen. 

In einem Gelenke kann zwischen zwei Scheiben eine Kraft 
Von beliebiger Richtung übertragen werden. Diese Kraft heißt 
der Gelenkdrack. Gleichgewicht zwischen zwei Scheiben, die in 
einem Gelenke zusammenhängen, ist nur möglich, wenn die Resul- 
tierende der an einer (und dann auch der andern) Scheibe an- 
greifenden Lasten durch den Gelenkpunkt geht. Dies gilt nicht 
nur fQr die eigentlichen Gelenke, wie in Abb. 90, sondern auch 
f&r das imaginäre Gelenk G der Abb. 91. Zunächst können näm- 
lich zwischen I und II in Abb. 91 nur zwei Stabspannungen längs 
der Richtungslinien AB und CD übertragen werden. Faßt man 
aber beide Kräfte zu einer Resultierenden zusammen, so geht diese 
durch den Schnittpunkt 6r der Richtungslinien. Die Resultierende 
kann daher als der im Gelenke G übertragene Gelenkdruck be- 
trachtet werden. Kennt man diesen Geleokdruck nach Größe und 
Richtung, so folgen daraus auch umgekehrt die beiden Stab- 
spannungen durch Zerlegen nach beiden Richtuogslinian. 

Durch Einschalten eines dritten Stabes zwischen beiden 
Scheiben kann man die bis dahin noch bestehende Beweglich- 
keit im allgemeinen aufheben. Betrachtet man nämlich irgend 
zwei andere Punkte E und F der beiden Scheiben, so wird 
deren Entfernung bei einer Drehung von Scheibe // gegen / um 
das Gelenk G im allgemeinen geändert. Sobald daher E und 
F durch einen dazwischen eingeschalteten Stab in unveränder- 
Ucher Entfernung gehalten werden, wird die vorher noch be- 
stehende Bewegungsmöglichkeit dadurch aufgehoben. Nur dann, 
wenn die Biehtungslinie des Stabes EF ebenfalls durch G geht, 
kann sich // mmier moch relativ zu / wenigstens um einen un- 
endlich kleinen Winkel drehen, denn F bewegt sich dabei senk- 
recht zu EF, und hiermit ist nur eine von der zweiten Ordnung 
kleine Änderung der Stablänge EF verbunden, der der Stab 
keinen ausreichenden Widerstand entgegenzusetzen vermag. 
Sobald freilich // eine Bewegung gegen / ausgeführt hat, die 
nicht mehr als unendlich klein angesehen werden kann, schneiden 
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sich nachher die drei Stabrichtungen nicht mehr in demselben 
Punkte, und die weitere Bewegung wird, wenn die Stäbe hin-» 
reichend widerstandsfähig sind, von da ab verhindert. 

Im Falle der Abb. 90 würde ein dritter Stab, der eben- 
falls von O aus nach irgendeinem Punkte von // geführt wäre, 
an der vorher bestehenden Bewegungsfreiheit überhaupt nichts 
ändern: es bliebe dann immer noch eine endhche Bewegungs- 
freiheit beider Scheiben bestehen. Im einen> wie im 
andern Falle ist aber, da auch kleine Yer« 
Schiebungen nicht geduldet werden dürfen, 
der Ausnahmefall zu vermeiden, daß sich 
die Eichtungen der drei Verbindungsstäbe 
in demselben Punkte treffen. 

Zu demselben Schlüsse gelangt man auch auf Grund der 
statischen Betrachtung. Die drei Stabspannungen müssen näm- 
lich imstande sein, an jeder Scheibe mit den daran angreifenden 
Lasten Gleichgewicht herzustellen. Die Stabspannungen er* 
hält man durch Zerlegen der Besultierenden dieser Lasten nach 
den Bichtungslinien der drei Stäbe. Eine solche Zerlegung ist 
aber, wie schon im ersten Abschnitte gefunden wurde, nur 
möglich, wenn sich die drei Bichtungslinien nicht in einem 
Punkte schneiden. Gehen sie nicht genau durch denselben Punkt, 
sondern bilden sie ein unendUch kleines Dreieck miteinander, 
so werden die Stabspannungen unendlich groß. Auch hier ent- 
sprechen daher der unendHch kleinen VerschiebUchkeit unend- 
lich große Spannungen. ,^j»t^»H^ .*. ivj^r. . 

Wenn die Grundfigur eines Fachwerkes durch Vereinigung 
von zwei Scheiben durch drei Verbindungsstäbe gebildet wird, 
kann man hiemach die Spannungen der Verbindungsstäbe auf 
ganz einfache Weise ermitteln. Am einfachsten wendet man die 
Bittersche Momentenmethode an, indem man, um z. B. die 
Spannung des Stabes EF in Abb. 91 zu berechnen, das aus den 
beiden andern Stäben gebildete imaginäre Gelenk zum Momenten- 
punkte wählt. Die für das Gleichgewicht einer der beiden Schei- 
ben angeschriebene Momentengleichung enthält dann die Stab- 
spannung EF als einzige Unbekannte. 
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Nachdem die Spannungen der Verbindungsstäbe (oder auch 
nur eines der Verbindungsstäbe) enoittelt sind, kann man 
gewöhnlich die in den Stäben der Scheiben auftretenden Span- 
nungen ohne weiteres durch Zeichnen eines Kräfteplanes er- 
mitteln. Hiervon wurde schon im ersten Abschnitte bei Berech- 
nung des Polongeau-Binders Gebrauch gemacht. 

Eine auf diese Art erhaltene und durch Anwendung der 
Momentenmethode (oder auch nach dem Culmannschen Verfahren 
für die Zerlegung nach drei gegebenen 
Bichtungslinien) leicht zu berechnende Grund- 
figur zeigt auch Abb. 92. Sie ist aus der 
Vereinigung der beiden Dreiecke ABC und 
DEF durch die drei Verbindungsstabe ÄE^ 
BD und OF hervorgegangen. Ob eine Grund- 
figur überhaupt auf diese Art gebildet ist, 
kann man entscheiden, indem man zusieht, ob 
sich ein Schnitt durch sie legen läßt, der 
nur drei Stabe trifft^ die nicht von demselben ^i 
Punkte ausgehen. ^^^ ^^ 

Ein Fachwerk kann femer auch aus 
mehreren Scheiben mit Hilfe von Verbindungsstäben zusammen- 
gesetzt werden. Bezeichnet man die Anzahl der Scheiben mit s 
und die Anzahl der nicht zu ihnen gehörigen „ freien ^^ Knoten- 
punkte, die etwa ebenfalls noch mit einbezogen werden sollen, 
mit n, so ist die Zahl m der erforderlichen Verbindungstftbe 

m = 2n+35-3. (34) 

Um nämlich zunächst die zweite Scheibe an die erste an- 
zuschließen, braucht man drei Stäbe und ebensoviele für jede 
folgende Scheibe, zu diesem Zwecke also 3 (s — 1). Dazu 
kommen dann noch für jeden „freien'* Knotenpunkt zwei Stäbe. 
Gl. (34) geht übrigens in Gl. (33) über, wenn man darin 5 — 
setzt. — Die einfache Berechnung auf Grund der Bitterschen 
Momentenmethode ist in diesem Falle im allgemeinen nicht mehr 
möglich. 

Ein weiterer Han zum Aufbaue eines Fachwerkes besteht 
darin, zuerst 4, 5 oder allgemein a Knotenpunkte durch a auf- 
einanderfolgende Stäbe zu einem geschlossenen Vielecke zu ver- 
binden. An diese für sich nicht steife Figur schließt man die 
übrigen Knotenpunkte durch je zwei Stäbe an und beseitigt 
schließlich die noch vorhandene Beweglichkeit durch weitere a — 3 
Stäbe, die zwischen passend ausgewählten Knotenpunkten einge- 
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Abb. 93. 



schaltet werden. Schon die in Abb. 92 gezeichnete Grundfigur 
kann in dieser Weise entstanden gedacht werden. Man gehe von 
dem Vierecke BCFD aus, schließe daran A und E durch je zwei 

Stäbe und beseitige die noch zurückbleibende 
Verschieblichkeit durch den Stab AE, Eine 
andere, auf diese Art gebildete Grundfigur 
zeigt Abb. 93. Als Ausgangsfigur kann man 
etwa das Viereck AB CD annehmen, an das 
der Beihe nach die Knotenpunkte JE?, F^ Gj 
H durch je zwei Stäbe angeschlossen werden, 
worauf die Steifigkeit durch Einziehen des 
letzten Stabes J)H hergestellt wird. Die 
Bittersche Momentenmethode führt hier nicht, 
oder jedenfalls nicht ohne weiteres, zum Ziele. 

Das allgemeinste Mittel, um alle möglichen Grundfiguren 
zu erhalten, besteht aber in der wiederholten Anwendung der 
schon in § 32 besprochenen Stabvertauschung. Um dies zu be- 
weisen, betrachte man zunächst einen von jenen Knotenpunkten 
einer gegebenen Grundfigur, von denen nur drei Stäbe ausgehen. 
Man beseitige einen der drei Stäbe; dann müssen auch die übrigen 
Knotenpunkte gegeneinander verschieblich sein, denn wenn sie 
es nicht wären, würde auch der betrachtete Knotenpunkt durch 
die ihm verbliebenen beiden Stäbe fest an sie angeschlossen, was 
gegen die Voraussetzung verstößt, daß die gegiebene Grundfigur 
keine überzähligen Stäbe enthielt. Die Verschieblichkeit kann 
durch Einziehen eines neuen Stabes wieder aufgehoben werden. 
Nachdem diese Stabvertauschung vorgenommen ist, hat man 
einen Knotenpunkt, von dem nur zwei Stäbe ausgehen. Wird 
er beseitigt, so behält man eine Grundfigur übrig, die mindestens 
einen Knotenpunkt weniger umfaßt. Mit dieser kann man nun 
auf dieselbe Weise verfahren usf., bis schließlich ein einfaches 
Fachwerk übrig bleibt. Dabei macht es auch nichts aus, wenn 
man die Knotenpunkte, von denen nur zwei Stäbe ausgingen, 
in Wirklichkeit gar nicht abtrennt, sondern sie so beibehält. 

Hieraus folgt zunächst, daß man durch hinreichend oft 
fortgesetzte Stab vertauschungen jede Grundfigur auf ein ein- 
faches Fachwerk zurückführen kann. Wenn man denselben 
Weg in umgekehrter Eeihenfolge zurücklegt, gelangt man aber 
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von.dem^einfachen Fachwerke auch wieder zu der gegebenen 
Grundfigur. Die Methode der Stabvertauschungen kann daher 
benutzt werden, um jede beliebige Grundfigur aus einem zwischen 
den gegebenen Knotenpunkten als Ausgang gewählten einfachen 
Pachwerke abzuleiten. 

§ 36. Die Methode von Henneberg. 

Ein allgemein anwendbares Verfahren zur Berechnung der 
Stabspannungen in beliebig gegliederten Grundfiguren bei ge- 
gebenen Lasten ist im Anschlüsse an die vorausgehenden Be- 
trachtungen von Prof. Henneberg aufgestellt worden. 

Man nehme zunächst an, daß die Grundfigur durch eine 
einmaUge Stabvertauschung auf ein einfaches Pachwerk zurück- 
geführt werden kann. Man bewirkt den Austausch und berechnet 
vorläufig die Stabspannungen, die von den gegebenen Lasten 
in dem einfachen Pachwerke hervorgerufen werden. Hierzu 
braucht man nur einen Kräfteplan zu zeichnen. Ich will ihn den 
Kräfteplan T nennen und die daraus für irgendeinen Stab mit 
der Nummer % entnommene Stabspannung mit Ti bezeichnen* 
Jener Stab, der bei der Stabvertauschung an die Stelle des 
beseitigten tritt, soll der Ersatzstab heißen und mit dem 
Zeiger e versehen werden. Im Kräfteplane kommt auch T« vor, 
dagegen fehlt natürlich darin die Spannung des beseitigten Stabes. 

Um von dem Spannungsbilde T auf jenes zu kommen, das 
in dem ursprünglich gegebenen Pachwerke besteht, denke man 
sich den zuvor beseitigten Stab in einer gewissen Mitwirkung 
begriffen. Dazu überlegen wir uns, welchen Einfluß auf die 
Spannungen der Stäbe in dem einfachen Pachwerke eine längs 
jenes Stabes ganz willkürlich angenommene Spannkraft ausübt. 
Es ist dazu gar nicht nötig, daß wir uns den beseitigten Stab 
sofort wieder eingesetzt denken. Um seinen Einfluß auf die 
Spannungen der andern Stäbe kennen zu lernen, genügt es 
vielmehr, wenn wir uns nur an den beiden Endknotenpunkten 
Lasten von gleicher Größe und entgegengesetztem Pfeile ange- 
bracht denken, die in die Stabrichtung fallen und der Spannung 
in dem beseitigten Stabe entsprechen. Denn jeden Stab kann 
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man ohne Einfluß auf das Gleichgewicht aller übrigen beseitigen, 
wenn man nur dafür Sorge trägt, daß an seinen beiden End- 
knotenpunkten Kräfte angebracht werden, die die vorher von 
dem Stabe selbst übertragenen genan ersetzen. 

Am besten ist es, wenn man sich längs der Eichtungslinie 
des beseitigten Stabes einstweilen eine Zugspannung angebracht 
denkt, die gleich der Belastungseinheit, also etwa gleich 1 Tonne 
ist. Die beiden Lasten an den Endknotenpunkten des be- 
seitigten Stabes, die jener Einheitsspannung entsprechen, 
bringen in dem einfachen Fachwerke Stabspannungen hervor, 
die sich ebenfalls durch Zeichnen eines zweiten Kräfteplanes 
sofort ermitteln lassen. Alle gegebenen Lasten denkt man sich 
hierbei ganz von dem Fachwerke entfernt, da man nur jene 
Spannungen zu ermitteln wünscht, die ausschließlich durch die 
längs der Bichtungslinie des beseitigten Stabes angebrachte 
Spannkraft hervorgerufen werden. 

Den jetzt gezeichneten Kräfteplan will ich den Kräfteplan 
u nennen und die daraus entnommene Spannung irgendeines 
Stabes i mit Ui bezeichnen. Die Ui sind nur als Verhältnis- 
zahlen aufzufassen; sie geben zunächst für die Spannungs- 
einheit im beseitigten Stabe die zugehörigen Spannungen der 
übrigen Stäbe, hiermit aber zugleich auch allgemeiner die 
Verhältnisse zwischen diesen Stabspannungen und der durch 
den beseitigten Stab übertragenen Spannkraft an. Ein positives 
Vorzeichen von ttj drückt aus, daß die Spannung im Stabe % 
von gleicher Art mit der im beseitigten Stabe ist, denn sobald 
sich die Spannung im beseitigten Stabe umkehrt, kehren sich 
auch die Vorzeichen aller übrigen durch diese Belastung her- 
vorgerufenen Stabspannungen um. 

Bezeichnen wir femer die unbekannte Spannung, die der 
beseitigte Stab in dem ursprünglich gegebenen Fachwerke 
aufzunehmen hat, mit X, so entsprechen ihr in dem nach der 
Stabvertauschung entstehenden einfachen Fachwerke Span- 
nungen, die nach Große und Vorzeichen durch das Produkt uX 
angegeben werden. Lassen wir die Lasten X an den Endknoten- 
punkten des beseitigten Stabes zugleich mit den gegebenen 
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Lasten an dem einfachen Fachwerke angreifen, so kommt im 
Stabe % eine Spannung Si zustande, die sich aus den vorher im 
einzelnen besprochenen Spannungen zusammensetzt, also 

8,= Tt+UiX (35) 

ist. Welchen Wert wir auch für X annehmen mögen: jeden- 
falls wird durch das hiermit angegebene Spannungsbild 8 an 
jedem Knotenpunkte Gleichgewicht zwischen den Stabspan- 
nungen und den äußeren Kräften, in die auch die Kräfte X an 
den Endknotenpunkten des beseitigten Stabes mit einzurechnen 
sind, hergestellt. Man kann auch sagen, daß die unendlich vielen 
Spannungsbilder, die verschiedenen Annahmen über X ent- 
sprechen, zu dem statisch unbestimmten Fachwerke gehören, 
das man erhält, wenn man den beseitigten Stab wieder einsetzt 
und den Ersatzstab e daneben auch noch beibehält. 

Unter allen diesen Spannungsbildem muß auch jenes ent- 
halten sein, das wir suchen, und zwar ist es offenbar jenes unter 
allen, bei dem die Spannung des Ersatzstabes zu Null wird. Denn 
in dem ursprünglich gegebenen Fachwerke kam der Ersatzstab 
überhaupt nicht vor; dessen Spannung muß daher ausfallen, 
ohne daß dadurch das Gleichgewicht der Kräfte an allen Knoten- 
punkten gestört wird. Wenden wir Gl. (35) auf den Ersatzstab e 
an, setzen S^ gleich Null und lösen nach X auf, so erhalten wir 

^ = -^- (36) 

Die Spannung T^ kann aus dem ersten und die Verhältnis- 
zahl u^ aus dem zweiten Kräfteplane nach Größe und Vorzeichen 
unmittelbar entnommen werden. Hiermit kennen wir also auch 
nach Gl. (36) sofort die Spannung in dem zuvor beseitigten 
Stabe nach Größe und Vorzeichen. 

Nachdem X bekannt ist, findet man auch die Spannung in 
jedem andern Stabe nach GL (35). Oft ist es übrigens zweck- 
mäßiger, die beiden Kräftepläne T und u nur so weit zu zeichnen, 
bis man darin zu Tg und Ug gelangt ist. Denn hiermit vermag 
man bereits X nach Gl. (36) zu berechnen. Hierauf entwirft man 
einen dritten Eräfteplan, den man vollständig bis zu Ende durch- 
führt, und aus dem sich die wirklichen Spannungen in dem ur- 
sprünglich gegebenen Fachwerke ergeben. Dieser Kräfteplan kann 
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nämlich sofort gezeichnet werden, nachdem X bereits bekannt ist. 
Zuletzt ergeben sich dabei noch Proben ftir die Richtigkeit der 
Bestimmung von X, indem sich die letzten Kraftecke von selbst 
schließen müssen. 

Auch ob ein Ausnahmefall vorliegt, ergibt sich bei dieser 
Methode. Findet man nämlich, daß u^ zufällig den Wert Null 
oder doch einen sehr kleinen Wert annimmt (denn dies allein 
kann auf Grund einer Zeichnung, die mit unvermeidlichen 
Zeichenfehlern behaftet ist, immittelbar nachgewiesen werden), 
so folgt nach Gl. (36), daß X sehr groß (oder unendlich groß) 
wird. Ein Spannungsbild, bei dem zu Lasten von endlicher 
Größe sehr große oder unendlich große Stabspannungen ge- 
hören, entspricht aber dem zu vermeidenden Ausnahmefalle. 

Sind endlich zwei Stabvertauschungen nötig, um das ge- 
gebene Pachwerk auf ein einfaches zurückzuführen, so zeichne 
man zuerst, wie im vorigen Falle, den Kräfteplan T, der die 
Spannungen in dem einfachen Fachwerke kennen lehrt. Dann 
bringe man eine Zugspannung von der Lasteinheit längs der 
Eichtungslinie des ersten der beseitigten Stäbe an und zeichne 
hierfür, wiederum ganz wie vorher, den Kräfteplan u. Hierzu 
kommt dann noch ein dritter Kräfteplan v für die Spannungen 
in dem einfachen Pachwerke, die durch eine längs des zweite^ 
der beseitigten Stäbe angebrachte Zugspannung von der Last- 
einheit hervorgerufen werden. Wird dann die Spannung in 
dem ersten der beseitigten Stäbe mit Z, die im zweiten mit Y 
bezeichnet, so ist die Spannung im Stabe i, wenn X und Y 
gleichzeitig mit den gegebenen Lasten angreifen 

Si= Ti+UiX + ViY. (37) 

Die beiden Unbekannten X und Y ergebeii sich aus der 
Bedingung, daß die beiden Ersatzstäbe, die jetzt mit e imd / 
bezeichnet werden sollen, in dem von uns gesuchten Spannungs- 
bilde überhaupt nicht vorkommen, daß also die für sie nach 
Gl. (37) berechneten Spannungen zu Null werden müssen. Man 
erhält daher X und Y durch Auflösen der beiden Gleichungen 
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in denen alle übrigen Größen außer X und Y aus den drei Kräf te< 
planen, die wir zeichneten, bekannt sind. 

Man sieht nun auch ein, daß dasselbe Verfahren auch für 
drei oder noch mehr Ersatzstäbe anwendbar bleibt; aber schon 
der FaU mit zwei Ersatzstäben kommt in der technischen 
Praxis, wenigstens bei den ebenen Bindern, kaum vor. Bei der 
Berechnung von räumlichen Fachwerkträgern, auf die sich das 
gleiche Verfahren übertragen läßt, kann es jedoch von Vorteil 
sein, noch mehr Stabvertauschungen vorzunehmen. 

§ 37. Die Bereohnong der seohseokigen Ghrandflgur mit 

Hilfe der imaginären Gelenke. 

Für die aus einem Sechsecke mit drei Hauptdiagonalen 
bestehende Grundfigur kann man die Spannungen auch noch auf 
verschiedene andere Arten berechnen. Man kommt dabei unter 
Umständen kürzer zum Ziele, als nach dem vorher beschriebenen, 
allgemein anwendbaren Verfahren; namentUch kann man sich 
dabei besser Bechenschaft darüber geben, unter welchen Um* 
ständen ein Ausnahmefall zu erwarten ist. 

Hierbei ist unter dem Ausnahmefalle, woran noch einmal 
erinnert werden soll, jener zu verstehen, bei dem eine unendlich 
kleine Beweglichkeit besteht, weil 
einer der Stäbe das Maximum oder 
MiniTiinTn der Länge hat, das mit 
den übrigen Stablängen verträglich 
ist oder bei dem zu einem beliebig 
gegebenen Lastensysteme unendlich 
große Stabspannungen gehören. 
Daß beide Kennzeichen gleich- 
wertig miteinander sind und sich j^^y^ ^^ 
gegenseitig bedingen, wird übrigens 

aus einer Untersuchung, die ich alsbald folgen lassen werde, 
noch deutlich hervorgehen. 

Li Abb. 94 ist eine sechseckige Grondfignr dieser Art dar« 
gestellt. Die sechs Knotenpunkte 1, 2 ... 6 smd in dieser Auf- 
einanderfolge durch sechs Stäbe verbunden, die wir als die 
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Umfangsstäbe des Sechseckes bezeichnen wollen. Dazu kommen 

dann noch die drei durch stärkere Striche hervorgehobenen 

Diagonalstäbe a, b, e. An den sechs Knotenpunkten mögen 

von außen her beliebig gegebene Lasten angreifen, von denen 

nur vorausgesetzt wird, daß sie den Bedingungen für das 

Gleichgewicht an einem starren Körper genügen. Man soll 

die dadurch in den Stäben hervorgerufenen Spannungen !be* 

rechnen. 

Zuvor mag indessen noch bemerkt werden, daß die Verteilung 
der Bollen von ümfangs- und Diagonalstäben auch in anderer 
Weise, als vorher angegeben, hätte durchgeführt werden können. 
Man hätte z. B. auch die in den Zug 1, 2, 5, 4, 3, 6, 1 fallenden 
Stäbe als Umfangsstäbe und die drei übrig bleibenden als Diagonal- 
stäbe ansehen können. Wie man diese Wahl trifft, bleibt für das 
Folgende gleichgültig; jedenfalls wollen wir aber an der einmal 
getroffenen Wahl festhalten. 

Wir lösen die Aufgabe auf Grund . der Bedingung, daß 
jeder der drei Diagonalstäbe a, h, c für sich genommen unter 
dem Einflüsse aller an ihm angreifenden Kräfte im Gleich- 
gewichte stehen muß. An jedem von ihnen, z. B. an a, greifen 
sechs Kräfte an, zunächst nämUch die gegebenen Lasten an 
den Endknotenpunkten 1 und 4 und dann die Spannungen der 
vier Umfangsstäbe, die von 1 und 4 ausgehen. Denn wenn wir 
das Gleichgewicht des Stabes a für sich untersuchen wollen, 
müssen wir uns die vier Stäbe, die mit ihm zusammenstoßen, 
abgetrennt und die von ihnen übertrageneu Spannungen durch 
Kräfte ersetzt denken, die für den Stab a als äußere anzusehen 
sind, wenn sie auch für die ganze Grundfigur als inner© gelten. 
Ebepso ist es bei h und c. 

Die vorher bezeichneten sechs Kräfte wollen wir paarweise 
zusammenfassen. Dies ist zunächst leicht möglich mit den 
gegebenen Lasten an den Endknotenpunkten. Diese Lasten 
selbst sind, um die Zeichnung nicht zu überladen, nicht ein- 
getragen. Dafür ist sofort die Besultierende % aus den an 1 
und 4 angreifenden Lasten angegeben, die wir in kürzerer Aus- 
drucksweise als die gegebene äußere Kraft am Stabe a bezeichnen 
können. Ebenso sei S3 die Besultierende aus den Lasten an 2 
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und 5, oder die am Stabe b angreifende äußere Kraft und 6^ die 
Besultierende aus den Lasten an 3 und 6. 

Die drei Eesultierenden 91, S3, (S. ersetzen die gegebenen 
Lasten in bezug auf das Gleichgewicht am ganzen starren Körper 
vollständig, und da die Lasten ein Gleichgewichtssystem bilden 
sollten, müssen sich die JElichtungslinien von S(, 93, @ in einem 
Punkte treffen und ihre geometrische Summe muß Null sein. 

Wir fassen femer auch die vier an den Enden von a an- 
greifenden Stabspannungen paarweise zusammen und zwar die 
Spannung im Stabe 1, 2 mit 4, 5 und 1, 6 mit 3, 4. Jedenfalls 
muß die Besultierende aus den Spannungen 1, 2 und 4, 5 durch 
den mit ab bezeichneten Schnittpunkt beider Bichtungslinien 
gehen und ebenso die Besultierende aus 1, 6 und 3, 4 durch den 
Schnittpunkt ac. Wie groß und wie gerichtet diese Besul- 
tierenden sind, vermag man dagegen einstweilen nicht zu sagen. 
Die gewählte Art der Zusammenfassung bedarf noch einer 
näheren Begründung. Hierzu mache ich darauf aufmerksam, 
daß die Diagonalstäbe a und b durch die beiden Umfangs- 
stäbe 1, 2 und 4, 5 in unmittelbarer Verbindung stehen. Wären 
die übrigen Stäbe nicht vorhanden, so könnten sich a und 6 
relativ zueinander bewegen und zwar vermöchten sie sich, 
wie aus den Untersuchungen in § 36 (vgl. besonders Abb. 91) 
hervorgeht, um das imaginäre Gelenk ab gegeneinander zu 
drehen. Hieraus geht auch der Sinn der für diese Schnittpunkte 
gewählten Bezeichnungen hervor. 

Wir können hiemach die Bolle der sechs Umfangsstäbe 
auch so auffassen, daß je zwei sich im Sechsecke gegenüber 
liegende ein imaginäres Gelenk darstellen, in dem zwei der 
Diagonalstäbe miteinander zusammenhängen. Die Besultierende 
aus beiden Stabspannungen bildet den im imaginären Gelenke 
übertragenen Gelenkdruck. Die Besultierende aus den an den 
Enden von a angreifenden Stabspannungen, die wir vorher 
bildeten, ist daher nichts anderes als der im Gelenke ab von 
b auf a übertragene Gelenkdruck. Der umgeke}irt von a auf b 
übertragene Gelenkdruck ist die Beaktion des vorigen und daher 
ebensogroß und entgegengesetzt gerichtet. 
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Alle vorausgehenden Bemerkungen dienen nur dazu, die 
Dinge, mit denen wir zu tun haben, in passender Weise zu 
ordnen, nämlich so, daB alles auf die drei Diagonalstäbe a, 6, c 
bezogen wird, wodurch eine bessere Übersicht erzielt wird, 
so daß uns der Kern der Aufgabe deutlicher erkennbar wird. 
Wir sind so dazu gelangt, alle am Stabe a angreifenden Kräfte 
auf die gegebene äußere Kraft % und zwei durch ab und ac 
gehende Gelenkdrücke von unbekannter Größe und Bichtung 
zurückzuführen. Wir können jetzt hinzufügen, daß sich die 
Bichtungslinien der drei Kräfte in einem Punkte schneiden 
müssen, den wir jedenfalls auf der bereits bekannten Bichtungs- 
linie von ^ zu suchen haben. 

Unsere nächste Aufgabe besteht darin, die drei Gelenk- 
drüoke zu ermitteln und zwar zuerst ihre Bichtungslinien. 
Diese drei Bichtungslinien bilden jedenfalls ein Dreieck, dessen 
Seiten durch die gegebenen Punkte ab, ac und b c gehen. Außer- 
dem müssen aber, wie wir 
soeben fanden, die drei Ecken 
auf den Bichtungslinien von 
91, S3, (S liegen. Denn was 
vorher über das Gleichgewicht 
der drei Kräfte am Stabe a 
. iB bemerkt wurde, läßt sich ohne 
weiteres auch auf die Stäbe b 
und c übertragen. 

Ein Dreieck, das die ge- 
nannten sechs Bedingungen 
erfüllen soll, ist aber dadurch 
eindeutig bestimmt. Man kann es leicht nach einem zuvor schon 
mehrmals benutzten Verfahren konstruieren. In Abb. 95 ist 
dies ausgeführt. In diese Abbildung sind aus der vorigen nur 
die drei Bichtungslinien 91, JB, (£ und die drei Gelenkpunkte a b, 
bc und ac mit übernommen. Einfacher wäre es zwar gewesen, 
die Konstruktion sofort in Abb. 95 zu Ende zu führen. Die 
Figur wäre aber dann etwas undeutlich geworden, und sie wurde 
daher in zwei Abbildungen auseinander gezogen, die man nach- 




las 

Abb. 96. 
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träglich, wenn man will, auch leicht wieder aufeinander 
decken kann. 

Man ziehe etwa zuerst in willkürlicher Bichtung eine Linie 
A*B' durch ah, dann von dem auf 85 liegenden Punkte B' eine 
Linie B'C durch hc und verbinde C mit A\ Dadurch erhält 
man ein Dreieck A'B'C'j das von den sechs Bedingungen fünf 
erfüllt; nur die Seite A'C geht noch nicht durch den vor- 
geschriebenen Punkt ac. ,Wenn man nun die Anfangsseite 
A'B' um ab dreht, verändert sich das Dreieck und man erhält 
unendlich viele verschiedene Dreiecke, von denen jenes auszu- 
suchen ist, dessen Seite AC außerdem noch durch ac geht. 

Da aber die drei Ecken des veränderlichen Dreieckes auf 
drei gegebenen Geraden fortschreiten, die sich in einem Punkte 
schneiden, während sich zugleich zwei Seiten um festePunkte 
drehen, muß sich auch die dritte Seite um einen festen Punkt D 
drehen. Dieser Satz ist einem schon in § 2 angeführten und 
benutzten reziprok. Wir finden den Punkt D als Schnitt der 
dritten Seiten von irgend zwei Dreiecken. Als zweites benutzen 
wir dabei am bequemsten jenes, dessen drei Seiten in eine 
Gerade, also in die Verbindungslinie der Punkte ah und hc fallen. 

Auch die Seite AC des gesuchten Dreieckes muß durch 
den Punkt D gehen. Da sie femer auch durch ac gehen soll, 
brauchen wir nur ac mit D zu verbinden. Diese Linie schneidet 
die Punkte A und C auf 81 und E ab. Zieht man hierauf von 
ah und hc aus die Linien AB und CB, so muß der Schnitt- 
punkt B von selbst auf 83 fallen, was zur Prüfung für die Ge- 
nauigkeit der Zeichnung dient. 

Überträgt man das Dreieck ABC aus Abb. 95 nach Abb. 94, 
so hat man dort die Bichtungslinien der drei Gelenkdrücke. 
Die Größen ergeben sich ohne weiteres daraus, daß die geo- 
metrische Summe von zwei Gelenkdrücken und der an dem- 
selben Diagonalstabe angreifenden gegebenen äußeren Ejraft 
gleich Null sein muß. Man braucht also nur noch den in Abb. 96 
angegebenen Kräfteplan zu zeichnen, der bei der wirklichen 
Ausführung natürlich unmittelbar neben Abb. 94 seinen Platz 
finden müßte. 
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Man geht aus von dem Dreiecke, das sich durch Anein- 
anderreihung von % f8, (S bilden lassen muß und zieht von den 
Ecken Parallelen ab, ac, bc zu den in Abb. 95 ermittelten 
Gelenkdruckrichtxmgen. Diese müssen sich von selbst in einem 
Fxmkte schneiden; die Abb. 95 xmd 96 sind, wenn man in der 
ersten die nur zur Konstruktion dienenden Hilfslinien weg- 
läßt, reziproke Figuren. — Nachdem die Gelenkdrüoke bekannt 
sind, findet man die Spannungen der Umfangsstäbe des Sechs- 
eckes, indem man jeden Gelenkdruck nach den Eichtungen der 
beiden Stabspannungen zerlegt, als deren Eesultierende er 
betrachtet werden kann. Als gestrichelte Linien sind die am 
Diagonalstabe a angreifenden Stabspannungen 1, 2; 4, 5; 3, 4; 

1, 6, die sich durch Zerlegen der Gelenk- 
drücke ab und ac ^ergeben, ebenfalls in 
Abb, 96 angegeben. Zugleich sind auch 
jene Pfeile darauf eingetragen, die zum 
Stabe a gehören. Sie ergeben sich aus 
dem Pfeile von % da in dem Fünfecke 
Abb. 96. ^ 21; 1, 2; 4, 5; 3, 4; 1, 6 die Pfeüe stetig 

aufeinander folgen. Hieraus folgt also, 
daß in dem Beispiele, auf das sich die Abbildung bezieht, die 
Stäbe 1, 2 und 3, 4 gezogen, dagegen 4, 5 und 1, 6 gedrückt 
sind. Der Gelenkdruck bc kann natürlich ebenso nach 2, 3 
und 6, 6 zerlegt werden. 

Um auch die Spannungen der Diagonalstäbe zu finden, muß 
man noch die Kraftecke für die Endknotenpunkte zeichnen. Hierzu 
kann die Kenntnis der Resultierenden 91, 93, @^ allein nichts nützen, 
sondern man muß auf die an jedem Knotenpunkte far sich an- 
greifenden gegebenen Lasten zurückgreifen. Ein Kräfteviereck aus 
der Last am Knotenpunkte 1, aus den beiden bereits bekannten 
Stabspannimgen 1, 2 und 1, 6 und der unbekannten Stabspannung 
a liefert nicht nur a, sondern gestattet zugleich eine Probe für 
die Richtigkeit und Genauigkeit der vorhergehenden Ermittelimgen, 
da die vierte Seite von selbst parallel zur Eichtung des Stabes a 
gehen muß. 

Wir wollen uns jetzt überlegen, unter welchen Umständen 

der Ausnahmefall eintritt. Aus Abb. 96 erkennt man, daß die 
Gelenkdrücke — und hiermit auch die Stabspannungen — nur 
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dann unendlioh groß werden können, wenn der Schnittpunkt 
der drei Linien ab, ac, bc ins Unendliche rückt. Dann sind aber 
die drei Gelenkdrücke alle gleich gerichtet und das Gelenk* 
druckdreieok ABC in Abb. 95 muß in eine gerade Linie über- 
gehen. Das ist aber nur möglich, wenn die drei Gelenke ab, bc, ac 
in Abb. 95 in einer Geraden liegen. Umgekehrt wird 
auch immer dann, wenn die drei Gelenke in 
einer Geraden liegen, das Gelenkdruck- 
dreieck in eine Gerade übergehen und die 
Stabspannungen werden bei beliebig ge- 
gebenen endlichen Lasten unendlioh groß. 

Auch geometrisch läßt sich der Ausnahmefall leicht nach- 
weisen. Man denke sich in der hier wieder abgedruckten Abb. 94 
den Stab a festgestellt und b durch das Gelenk ab mit a ver- 
bunden. Dann kann sich b gegen a um ab drehen. Hierauf sei 
noch c durch das Gelenk bc bn b 
angeschlossen, so daß sich c gegen b 
um bc drehen kann. Gegen a hat 
dann c zwei Freiheitsgrade, da so- 
wohl eine Drehung um das Gelenk 
ab^ als eine um das Gelenk 2)c, die 
ganz unabhängig voneinander erfolgen 
können, seine Lage gegen a ändern. 
Verbindet man ab und bc durch eine 
Gerade, die bis zum Schnittpunkte mit 
der Etichtungsllnie von c verlängert Abb. m. 

wird, so verschiebt sich dieser Punkt 

von c auf jeden FaU rechtwinklig zur Verbindungslinie beider Gelenke, 
gleichgültig ob nun die Drehung um ab oder um bc erfolgt. Auch 
wenn eine gleichzeitige Drehung um beide Gelenke eintritt, muß sich 
daher jener Punkt von c rechtwinklig zur Verbindungslinie verschieben. 
Hieraus folgt, daß eine Drehung um das Gelenk a&, verbunden 
mit einer zu ihr in einem beliebigen Verhältnisse stehenden Drehung 
um bc auf jeden Fall gleichwertig ist einer einzigen Drehung um 
einen Pol, der auf der Verbindungslinie der Gelenke ab und bc 
enthalten ist. — Der soeben abgeleitete (zuerst von Burmester auf- 
gestellte) Satz spielt, nebenbei bemerkt, in der Kinematik eine 
wichtige Bolle. 

Die Verschieblichkeit, die zwischen c und a noch, bestehen 
bleibt, wenn nur die Gelenke ab und bc vorhanden, die zum Gre- 
lenke ac gehörigen ümfangsstäbe 1, 6 und 3, 4 dagegen fortge- 
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lassen sind, läSt sich hiernach auf sehr einfache Art beschreiben: 
der Stab c vermag sich gegen a, den zwei Freiheitsgraden ent- 
sprechend, um jeden beliebigen Pol zu drehen, der auf der Ver- 
bindungslinie der Gelenke ah und hc enthalten ist. Die Lage des 
Poles auf der Verbindungslinie hängt nur von dem Verhältnisse 
der Drehungen um beide Gelenke (nach Größe und Vorzeichen) ab. 

Das Gelenk ac gestattet dagegen für sich genommen nur 
Drehungen von c gegen a um ac. Tritt also das Gelenk ac zu. 
den vorher schon bestehenden Verbindungen hinzu, so fragt es sich, 
ob beide Bewegungsmöglichkeiten, die vorher im einzelnen vor- 
handen waren, miteinander verträglich sind, oder ob sie sich wider- 
sprechen. Sie vertragen sich, wenn das Gelenk ac ebenfalls auf 
die Verbindungslinie der Gelenke ah und hc fällt, weil die Drehung 
um ac dann zu jenen Bewegungen gehört, die auch schon vor 
Zufügung des Gelenkes ac möglich waren. In jedem andern Falle 
widersprechen sie sich. Sobald also die drei Gelenkpunkte ein 
Dreieck bilden, ist jede unendlich kleine Beweglichkeit der Figur 
ohne eine Änderung der Stablängen von der gleichen Größen- 
ordnung ausgeschlossen. 

Die Bedingung für den Ausnahmefall läßt sich mit Hilfe 
des Lehrsatzes von Pascal in eine Form bringen, die 
sich dem Gedächtnisse bequemer einprägt. Nach diesem Satze 
schneiden sich die Gegenseiten eines Sechseckes, dessen Eck- 
punkte auf einem Kegelschnitte enthalten sind, in drei Punkten, 
die auf einer Geraden liegen. Umgekehrt kann man durch die 
Eckpunkte einen Kegelschnitt legen (der aber auch in zwei 
gerade Linien zerfallen kann), wenn die genannten Schnittpunkte 
auf einer Geraden liegen. 

Die imaginären Gelenke wurden als Schnittpunkte der 
Gegenseiten des Sechseckes erhalten. Wir können daher die 
vorher gefundene Bedingung für den Ausnahmefall einfacher 
dahin aussprechen, daß die aus einem Sechsecke 
mit drei Hauptdiagonalen gebildeten 
Grundfiguren trotz der genügenden Stab- 
zahl immer dann nicht steif sind, wenn das 
Sechseck ein Pascalsches ist. 

Zu den Pascalschen gehören u. a. auch die regelmäßigen 
Sechsecke. Ein solches von etwa 70 cm Durchmesser habe ich 
in meinem Laboratorium aus kleinen Winkeleisen (von 13 mm 
Schenkellänge) zusammennieten lassen, wobei die Diagonalen an 
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den EreuzuDgsstellen ühereinander weg geführt sind, so daß keine 
Verbindung zwischen ihnen besteht. Eine Last von 50 kg, die 
man in geeigneter Weise an einem Knotenpunkte angreifen läßt, 
bringt Formänderungen hervor, bei denen sich der Abstand 
anderer Knotenpunkte um 3 bis 4 mm ändert. Zum Vergleiche 
sei erwähnt, daß stabile Fachwerke, aus denselben Winkeleisen 
und in ungefähr gleichen Größen ausgeführt, Entfemungsftnderungen 
zwischen zwei nicht durch einen Stab miteinander verbundenen 
Knotenpunkten von höchstens einigen Zehntelmillimetem, gewöhn- 
lich aber noch viel weniger bei Lasten von 50 kg erkennen lassen. 
Auch wenn man in dem regelmäßig sechseckigen Versuchsfachwerke 
die Diagonalen an der Kreuzungsstelle mit Hilfe einer kräftigen 
Schraubzwinge fest miteinander verbindet, wodurch man zu einem 
stabilen Fachwerke mit einem Überzähligen Stabe gelangt (vgl. den 
vorletzten Absatz in § 34), findet man bei einer Wiederholung 
des Versuches mit denselben Lasten nur noch so kleine Form- 
änderungen, daß sie mit den gewöhnlich angewendeten einfachen 
Mitteln gar nicht mehr gemessen werden können, d. h. sie sind 
noch nicht einmal von der Größe eines Zehntelmillimeters. 

Hiemach läßt sich das Bestehen des Ausnahmefalles beim 
Pascalschen Sechsecke auch experimentell leicht nachweisen und 
die dabei gemachten Beobachtungen dienen zugleich dazu, eine 
Vorstellung davon zu geben, in welchem Maße und Grade sich der 
Ausnahmefall praktisch zur Geltung bringt Hierbei erwähne ich 
noch, daß die zuvor angegebenen verhältnismäßig starken Form- 
änderungen des Kreissechseckes rein elastisch sind; bleibende Ver- 
biegungen von erkennbarer Größe treten bei dieser Belastung noch 
nicht auf. 

§ 38. Die kinematisohe Methode. 

Hält man in einem statisch bestimmten Fachwerke von 
beliebiger Gliederung einen Stab fest mid entfernt irgendeinen 
andern Stab, so ist die Figur verschieblich, aber so, daß sich 
alle Knotenpunkte, sofern sie nicht in Buhe bleiben, nur längs 
bestimmter Kurven, also zwangläufig bewegen können. Man 
kann sich an dem in dieser Weise gebildeten Mechanismus, an 
dessen Knotenpunkten irgendwelche Lasten angreifen, dadurch 
wieder Gleichgewicht hergestellt denken, daß längs der Eich- 
tungslinie des beseitigten Stabes an den Endknotenpunkten 
zwei entgegengesetzt gleiche Ejräfte von passender Größe an- 
gebracht werden. Durch diese werden dann in Verbindung 



204 Vierter Abschnitt. Das ebene Fachwerk. 

mit den gegebenen Lasten Spannungen in den Stäben hervor- 
gerufen, die an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht herstellen. 
Größe und Eichtungssinn der beiden Kräfte geben daher zu- 
gleich die Stabspannung an, die in dem Stabe, den man sich 
beseitigt dachte, in Wirklichkeit auftritt. 

Aus dieser Überlegung ergibt sich ein Mittel, um die Stab- 
spannung in irgendeinem Stabe des gegebenen Fachwerkes, 
den man sich zu diesem Z^yecke beseitigt denkt, zu berechnen. 
Man braucht hierzu nur das Prinzip der virtuellen Geschwindig- 
keiten für eine unendlich kleine Bewegung des Mechanismus 
anzuschreiben. Die Summe der Arbeitsleistxmgen aller äußeren 
Kräfte muß, damit Gleichgewicht bestehe, gleich Null sein. 
Zu den äußeren Kräften an dem Mechanismus gehören außer 
den gegebenen Lasten auch die Kräfte, die man an den End- 
knotenpunkten des beseitigten Stabes als Ersatz für dessen 
Stabspannung anbringen muß. Deren Größe (mit Einschluß 
des Vorzeichens) bildet die einzige Unbekannte in der Arbeits- 
gleichung, denn die Knotenpunktswege während der unendHch 
kleinen Lagenänderung lassen sich aus der gegebenen Gestalt 
des Fachwerkes und des aus ihm hervorgegangenen Mechanismus 
ermitteln. Die inneren £j:äfte des Mechanismus, also die in ihm 
vorkommenden Stabspannungen leisten während der Bewegung 
keine Arbeit, da die Stablängen hierbei unveränderlich sind. 
Dies geht schon aus den Lehren des ersten Bandes hervor. 

Nachdem ich selbst schon früher auf die Möglichkeit der Be- 
rechnung der Stabspannungen auf diesem Wege hingewiesen hatte, 
gab Müller -Breslau ein einfaches Verfahren daför an, wie die 
Enotenpimktswege — zunächst wenigstens bei den gewöhnlich vor- 
kommenden, nicht allzu verwickelten Fällen — bequem ermittelt 
werden können. Hierdurch wurde das Verfahren erst praktisch 
nutzbar gemacht. 

Li der Zeichnung muß man sich die Knotenpunktswege bei 
einer unendlich kleinen Lagenänderung, um sie auftragen zu können, 
natürlich alle in demselben Verhältnisse vergrößert denken, so daß 
sie durch endliche Strecken zur Darstellung gebracht werden 
können. Man macht dies so, daß man an Stelle der Knotenpunkts- 
wege die Knotenpunktsgeschwindigkeiten abträgt. Die Knoten- 
punktswege können aus diesen durch Multiplikation mit dem Zeit- 




§ 88. Die IdnematiBche Methode. 205 

eiemente dt^ während dessen man sich die Bewegung ausgeführt 
denkt, erhalten werden. 

Man betrachte zunächst die Bewegung irgendeines Stabes 
^jB in Abb. 97, der zu dem Mechanismus gehören mag. Jeden- 
falls kann die Bewegung in die unendlich be- 
aachbarte Lage als Drehung um irgendeinen 
Pol aufgefaßt werden. Die Geschwindigkeiten 
ÄÄ" und JBjB" der Endknotenpunkte — oder, 
wenn man will, die im gleichen Verhältnisse ver- 
größerten Enotenpunktswege — stehen jedenfalls 
senkrecht zu den vom Pole aus gezogenen Strahlen 
OÄ und OB und sie verhalten sich zueinander 
wie die Längen dieser Strahlen, da der Zentri- 
winkel, um den die Drehung erfolgt, in beiden 
Fällen derselbe ist. Abb. 97. 

Anstatt die Geschwindigkeiten in jenen Rich- 
tungen anzutragen, die ihnen eigentlich zukommen, kann man sich beide 
um einen rechten Winkel im Sinne des Uhrzeigers gedreht denken. 
Nach diesem, zwar ganz willkürlichen, aber für die weiteren Unter- 
suchungen sehr vorteilhaften Verfahren erhalten wir die auf die 
Polstrahlen selbst fallenden Strecken ÄA' und BB' als Dar- 
stellungen der Geschwindigkeiten oder auch der Enotenpunktswege 
bei der betrachteten Lagenänderung. Man bezeichnet diese Strecken 
als die „senkrechten Geschwindigkeiten^* der Knotenpunkte. 
Sind sie gegeben, so kann man daraus nicht nur die Größen der 
Geschwindigkeiten (oder die verhältnismäßigen Größen der Knoten- 
punktswege), sondern auch deren Richtungen erkennen. Zu diesem 
Zwecke muß man sie nur nachträglich um einen rechten Winkel 
— entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne — zurückdrehen. 

Die senkrechten. Geschwindigkeiten fallen, wie man sieht, stets 
auf die vom Pole nach den '^bewegten Punkten gezogenen Strahlen. 
Außerdem geht die Verbindungslinie der Endpunkte A' und B' 
parallel zur Stabrichtung AB, Denn wir erkannten vorher schon, 
daß sich die Geschwindigkeiten, also auch AA' und BB' wie 
OA und OB zueinander verhalten, und dies ist die Bedingung 
dafür, daß A' B' zu AB parallel ist. Kennt man also von der 
Bewegung eines Stabes den Pol und die senkrechte Geschwindig- 
keit AA' des einen Endknotenpunktes, so kann man durch Ziehen 
der Parallelen sofort auch die des andern erhalten. 

Auf Grund dieser Bemerkungen vermag man gewöhnlich leicht 
die Bewegung des Mechanismus, den man durch Beseitigung eines 
Stabes aus einem statisch bestimmten Fachwerke erhält, deutlich 
und für die Berechnung auf Grund des Prinzipes der virtuellen 
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Geschwindigkeiten ausreichend zu beschreiben. Als Beispiel dafür 
möge die schon vorher betrachtete sechseckige Grundfigur dienen, 
die in Abb. 98 von neuem dargestellt ist Nur der in Abb. 94 
mit c bezeichnete Stab zwischen den Knotenpunkten 3 und 6 ist 

in Abb. 98 bereits weggelassen 
oder wenigstens nur durch eine 
punktierte Linie angedeutet. Als 
festgehalten denkt man sich am 
besten einen der Stäbe, die mit 
dem beseitigten nicht in einem 
Knotenpunkte zusammenstoßen. In 
Abb. 98 wurde dazu Stab 1, 2 
gewählt; eine daneben angebrachte 
Schraffierung soll daran erinnern, 
^^^' ^^- daß dieser Stab mit der Konstruk- 

tionsebene fest verbunden und 
daher als Gestell des aus den übrigen Stäben gebildeten Mecha- 
nismus anzusehen ist. 

Man betrachte zunächst den Stab 5, 6. Der Knotenpunkt 5 
vermag nur einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt 2 und 
dessen Halbmesser 2, 5 ist; ebenso kaim sich der Punkt 6 nur 
auf einem um den Mittelpunkt 1 beschriebenen Kreise bewegen. 
£[ieraus folgt, daß der Pol der Bewegung des ganzen Stabes 5, 6 
auf dem Schnittpunkte, der Bichtungslinien von 2, 5 und 1, 6 liegt. 
Der Stab 5, 6 dreht sich, wie man auch sagen kann, gegen die 
Konstruktionsebene um ein imaginäres Gelenk, das aus den Stäben 
2, 5 und 1, 6 gebildet wird. In der Zeichnung ist der Pol oder 
der Gelenkpunkt fortgelassen. Die senkrechten Geschwindigkeiten 
der Punkte 5 und 6 fallen auf die Bichtungslinien der Stäbe 2, 5 
näd 1 , 6 oder auf deren Verlängerungen, je nachdem man sich die 
Drehung im einen oder im entgegengesetzten Sinne vorgenommen 
denkt. Auf Sinn und Größe der Drehung oder der Geschwindig- 
keit kommt es hier nicht an, wenn wir nur darauf achten, daß 
die Bewegungen aller übrigen Glieder damit in Übereinstinmiung 
stehen. Wir können daher einen Punkt 6' beliebig auf 1, 6 an- 
nehmen, so daß 66' die senkrechte Geschwindigkeit des Punktes 6 
angibt. Zieht man 6', 5' parallel zu 6, 5, so gibt 55' die zuge* 
gehörige senkrechte Geschwindigkeit des Punktes 5 an. 

Hierauf gehe man zum Stabe 4, 5 über. Auch dessen End- 
punkte können sich nur auf Kreisen um die Mittelpunkte 1 und 2 
bewegen; er hängt, wie der vorige, in einem imaginären Gelei^ke 
mit dem festgestellten Stabe 1, 2 zusammen, das als Schnittpunkt 
der Stabrichtungen 1,4 und 2,5 gefunden werden kann. Die 
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senkrechten Geschwindigkeiten von 4 und 5 müssen daher auf 
diesen beiden Stabrichtnngen liegen. Die senkrechte Geschwindig- 
keit des Punktes 5 bei der angenommenen Bewegung kennen wir 
aber bereits und wir brauchen daher nur die Parallele 5', 4' zu 
5, 4 zu ziehen, um die senkrechte Geschwindigkeit 44' auf der 
Bichtunglinie des S4»bes 1 , 4 zu erhalten. 

Dieselbe Betrachtung läßt sich endlich auch noch fEbr den 
Stab 3, 4 wiederholen, dessen Endpunkte ebenfalls durch Stftbe 
mit i und 2 verbunden sind. Auch hier müssen die senkrechten 
Geschwindigkeiten beider Endpunkte auf den Bichtungslinien der 
Yerbindungsstäbe enthalten sein und da 4, 4' bereits bekannt ist, 
erhalten wir die senkrechte Geschwindigkeit 3)3' des Punktes 3 
durch Ziehen der Parallelen 4', 3' zu 4, 3. 

Hiermit sind die zusammengehörigen Lagenänderungen aller 
beweglichen Knotenpunkte des Mechanismus genau bezeichnet und 
wir können dazu übergehen, die Spannung des im Mechanismus 
beseitigten Fachwerkstabes 3, 6 auf Grund des Prinzipes der vir- 
tuellen Geschwindigkeiten zu ermitteln. 

Vorher sei indessen noch darauf hingewiesen, wie man bei 
diesem kinematischen Verfahren erkennt, ob ein Ausnahmefall vor- 
liegt. Zu diesem Zwecke vergleicht man die Bewegungen der 
Knotenpunkte 3 und 6 miteinander, zwischen denen der vorher 
beseitigte Stab wieder eingesetzt werden soll. Wenn die durch die 
senkrechten Geschwindigkeiten 3, 3' und 6, 6' beschriebene Be- 
wegung der beiden Knotenpunkte durch das Einsetzen des Stabes 
nicht gehindert wird, liegt der Ausnahmefall vor. Nun bedenke 
man, daß der Stab 3, 6, falls er der bisher besprochenen unendlich 
kleinen Bewegung kein Eündemis bereiten soll^ sich dabei jeden- 
falls selbst um irgendeinen Pol dreht und daß die senkrechten 
Geschwindigkeiten seiner beiden Endpunkte auf den von diesen 
nach dem Pole gezogenen Strahlen enthalten sein müssen. Der 
Pol könnte daher nur der Schnittpunkt der Bichtungslinien von 
3, 3' und 6 6' sein. Zugleich müßte aber, wie wir schon zu 
Anfang des Paragraphen fanden, die Verbindungslinie 3', 6' parallel 
zur Stabrichtung 3, 6 sein. Also nur dann, dann aber auch 
immer, wenn die Verbindungslinie 3', 6' parallel zu 3, 6 
ausfällt, kann die vorher besprochene unendlich kleine 
Bewegung des Mechanismus auch noch von dem Fach- 
werke, das man durch Einziehen des Stabes 8, 6 erhält, 
ausgeführt werden, d. h. das Fachwerk ist nicht steif, 
s-ondern es liegt der Ausnahmefall vor. 

Man kann diesem Schlüsse auch noch eine andere, anschau- 
lichere Deutung geben. Man vergleiche nämlich die Figur 1, 2, 
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8', 4' 5', 6' mit der Fachwerksfigur 1, 2, 3, 4, 5, 6. In beiden 
laufen alle Seiten und Diagonalen in gleicher Bichtung, mit Aus- 
nahme der letzten Seiten 3, 6 und 3', 6'. Liegt aber der Aus* 
nahmefall vor, so gehen auch diese in gleicher Richtung. Kann 
man also zu der gegebenen Grundfigur eine zweite Figur 
von gleicher Gliederung zeichnen, deren Seiten sämtlich 
zu denen der Grundfigur parallel laufen, so liegt der 
Ausnahmefall vor. Das Fachwerk ist mit andern Worten steif, 
wenn seine Gestalt durch die Angabe der Gliederung und der 
Richtungen aller . Stäbe bestimmt ist. Diesen Gedanken hat Schur 
weiter ausgeführt, indem er es als die Hauptaufgabe der allge- 
meinen Theorie des ebenen statisch bestimmten Fachwerkes hin- 
stellte, die Fachwerksfigur zu zeichnen, falls die Gliederung und 
die Stabrichtungen, sowie die Länge eines Stabes gegeben sind. 

Um die Arbeiten zu berechnen, die von den äußeren 
Kräften $8, $4 usf. während der unendlich kleinen Bewegung 

des Mechanismus geleistet werden, könnte man alle 
Wege 3,3' usf. nachträglich wieder um einen rechten 
Winkel, entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne, zurück- 
drehen, um sie in ihre wahren Richtungen zu bringen. 
Einfacher gelangt man aber auf Grund der folgenden 
Überlegung zum Ziele. . In Abb. 99 ist von Abb. 98 
nur der Knotenpunkt 6 herausgezeichnet mit der an 
ihm angreifenden Last $g und der senkrechten Ge- 
-Abb. 99. schwindigkeit 6, 6', die der Deutlichkeit wegen etwas 
größer gezeichnet ist als in der vorigen Figur. 
Zugleich ist 6 6' zurückgedreht nach 6, 6". Die Arbeit von ^^ 
ist gleich der Größe von ^^ multipliziert mit der Projektion von 
6, 6" auf $g. Projiziert man auch 6' auf $f, so entsteht ein recht- 
winkliges Dreieck, das dem mit der Hypotenuse 6, 6" kongruent ist 
Die Länge des Projektionsstrahles von 6' auf ^^ ist daher gleich 
der Projektion des Weges 6, 6" auf 5ßg. Wir brauchen also 6, 6" 
gar nicht erst zu zeichnen, um die Arbeit von ^^ angeben zu 
können. Es genügt, ^^ mit der Länge des von 6' aus gezogenen 
Projektionsstrahles zu multiplizieren. Dieses Produkt gibt aber das 
statische Moment der Kraft ^^ für den Momentenpunkt 6' an. 
Ist die Arbeit von ^^ positiv, so ist auch das Moment positiv. 
Man erkennt dies zunächst aus Abb. 99. Es gilt aber auch für 
andere Lagen, wie man erkennt, wenn man sich ^g, das eine be- 
liebige Richtung haben kann, in andere Lagen gedreht denkt. 
Wenn die Arbeit negativ oder Null wird, wird auch das Moment 
negativ oder Null und das Moment kann daher weiterhin an Stelle 
der Arbeit der Kraft gebraucht werden. 
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Durch diesen Tausch geht die )cinematische Methode 
von Müller-Breslau in eine Momentenmethode über, die 
sich auch als eine Verallgemeinerung der Bitterschen Me- 
thode für die Berechnung der einfachen Fachwerke ansehen 
läßt, indem sie bei einfachen Fachwerken geradezu in diese über« 
geht. Man kann sie in der Tat auch anwenden und begründen, ohne 
auf die vorhergehenden kinematischen Betrachtungen, aus denen sie 
ursprünglich abgeleitet ist, irgendwie Bezug zu nehmen. 

Nachdem der Linienzug 6', 5', 4' 3' wie vorher konstruiert 
iaiy schreibt man nämlich für jeden dieser Punkte eine Momenten- 
gleichung an, die das Gleichgewicht der an dem zugehörigen 
Knotenpunkte 6 oder 5 usf. angreifenden Last mit den Stab- 
spannungen ausdrückt. Man kann dabei der Vollständigkeit wegen 
auch noch die Punkte l' und 2', die mit 1 und 2 selbst zusammen- 
fallen, als Momentenpunkte mit auffahren, obschon fär diese die 
Momente der dazu gehörigen Kräfte sämtlich verschwinden. AUe 
diese Momentengleichungen addiert man. Li der Summe tritt das 
Moment jeder Stabspannung zweimal auf, z. B. das Moment von 
5, 6 sowohl in bezug auf 5' als Moment der an 5 angreifenden 
Stabspannung, wie auch in bezüg auf 6' für die Stabspannung 
an 6. Nach der Konstruktion der Punkte 6', 5' usf. sind aber 
die Hebelarme jedesmal gleich, mit Ausnahme jener, die zum Stabe 
3, 6 gehören, während die Spannungei;! dem Wechselwirkungsgesetze 
zufolge an den beiden Endknotenpunkten entgegengesetzt gerichtet 
sind. In der Summe heben sich daher die Momente aUer Stab- 
spannungen mit jener einen Ausnahme gegeneinander fort und man 
behält eine Gleichung, in der nur noch die Spannung des Stabes 
3, 6 als Unbekannte auftritt. 

Um diese Gleichung in bequemer Form anschreiben zu können, 
möge der aus der Zeichnung in Abb. 98 zu entnehmende Hebel 
arm der Last $„ am Knotenpunkte n in bezug auf n* mit Pn be- 
zeichnet werden, wobei p„ positiv oder negativ zu rechnen ist^ 
je nachdem das Moment von ^„ positiv oder negativ ist. Ferner 
sei. die Spannung des Stabes 3, 6 mit S bezeichnet, wobei ein 
positiver Wert eine Zugspannung bedeutet. Der Hebelarm von 8 
in bezug auf 3' sei s^ und dies sei dem Vorzeichen nach in Über- 
einstimmung mit dem Momente einer Zugspannung S am Knoten- 
punkte 3; ebenso bedeute s^ den Hebelarm von 8 in bezug auf 6'. 
Alle diese Hebelarme können nach Größe und Vorzeichen aus der 
Abbildung entnommen werden. 

Die Momentengleichung (oder, genauer gesagt, die aus der 
Summierung aller einzelnen Momentengleichungen gewonnene 
Gleichung) lautet dann 

FOppl: Graphisohe Statik. S. Aafl. 14 
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woraus 

folgt. Hiermit ist die Aufgabe gelöst, denu nachdem eine Stab- 
spannung bekannt ist, kann man die übrigen l^dit durch Zeichnen 
des Kräfteplanes ermitteln. 

§ 39* Analytisohe Untennohung des Ausnahmefalles« 

Den Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
lasse ich mit einem Knotenpunkte des Fachwerkes zusammen- 
fallen und die Bichtung der Z-Achse soll stets durch einen 
^ zweiten Knotenpunkt gehen. Wenn sich 

,. das Fachwerk bewegt, folgt ihm das Ko- 

^4^ ordinatensystem, so daß die beiden ge- 

' r>/ nannten Bedingungen in jedem Augenblicke 

lyif >f* erfüllt sind. Ich denke mir sowohl die 

fj L^r Knotenpunkte als auch die Stäbe mit je 



Abb 100 ®^®^ besonderen Numerierung versehen. 

In Abb. 100 sind von dem ganzen Fach- 
werke nur zwei Knotenpunkte angegeben, die die Nummern i 
und k tragen, nebst dem zwischen ihnen verlaufenden Stabe g. 
Die übrigen Knotenpunkte und Stäbe möge man sich beliebig 
hinzudenken. 

Die im Knotenpunkte i angreifende Last sei in zwei Kom- 
ponenten in den Bichtungen der Koordinatenachsen zerlegt, 
die ich mit Xq und Tq bezeichne. Am Knotenpunkte % greifen 
femer die Stabspannungen an, die man sich ebenfalls in recht- 
winklige Komponenten zerlegt denken kann. Die Spannung 
des Stabes g sei mit S^, die Komponenten der Spannung am 
Knotenpunkte % seien mit Xj und T^ bezeichnet. Wenn man 
bedenkt, daß S^ positiv ist, wenn es eine Zugspannung be- 
deutet, erhält man aus Abb. 100 

wenn unter l die Länge des Stabes g verstanden wird. Ebenso ist 
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r;=_5,^. (41) 

Der Stab g greift auch am Knotenpunkte h an und für diesen 
erhält man die Spannungskomponenten 

^i=-^-^' ^/ = -^,V^- (42) 

9 9 

Die Vorzeichen haben sich hier gegenüber dem vorigen Falle 
umgekehrt. 

Nach dem Fythagoräischen Lehrsatze hat man femer für 
jeden Stab eine Gleichung, die für Stab g 

(^*-^»)* + (y*-y*)*-^/ = o (43) 

lautet und die in der Folge kurz in der Form 

/, = (44) 

angeschrieben sein mag. Differentiiert man /^ partiell nach x^^ 
so erhält man 

^ = 2(x.-xj,), ebenso ^=2{x^-x^ usf. (45) 

Hiemach lassen sich die Gleichungen (40) bis (42) auch in 
der Form 

anschreiben. 

Die Last und die Stabspannungen am Knotenpunkte % 
müssen sich im Gleichgewichte halten. Die Summe der Z- 
Komponenten aller Kräfte muß daher zu Null werden. Dies 
gibt eine Gleichung von der Form 

oder, wenn man für die X* ihre Werte nach Gl. (46) einsetzt, 

Die Summe auf der linken Seite ist über alle Stäbe zu erstrecken, 
die vom Knotenpunkte i ausgehen. Anstatt dessen kann man 
sie aber auch auf alle Stäbe ausdehnen, die überhaupt im Fach- 

14* 
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werke yorkommen. Ein Stab, der nicht vom Knotenpunkte i 
ausgeht, vermag zwar zur Komponentengleichung (47) nichts 
beizusteuern; in der Tat wird aber auch das Glied, das man 
formell in Gl. (47) für ihn beibehält, zu Null, da der partielle 
Differentialquotient von /^ nach einer in dieser Punktion gar 
nicht vorkommenden Knotenpunkts-Koordinate stets zu Null 
wird. Diese Bemerkung erleichtert die weitere Betrachtung 
erheblich: wir brauchen uns nicht darum zu kümmern, welche 
Stäbe von einem Knotenpunkte, dessen Gleichgewicht wir 
untersuchen wollen, ausgehen, sondern können so rechnen, als 
wenn alle Stäbe des Pachwerkes an ihm angriffen, weil der 
Ausdruck, den wir für die Spannungskomponenten aufgestellt 
haben, schon so gebaut ist, daß er von selbst für alle Stäbe ver- 
schwindet, die mit dem betreffenden Knotenpunkte nichts zu 
tun haben. Ausführlicher geschrieben würde demnach Gl. (47) 
lauten 

worin sich das erste Glied der linken Seite auf den Stab mit 
der Nummer 1 bezieht usf., so daß alle Stäbe in der Gleichung 
vertreten sind. 

Für jeden Knotenpunkt haben wir zwei Komponenten- 
gleichungen von dieser Form, mit Ausnahme des Knoten- 
punktes, der mit dem Ursprünge zusammenfällt, für den wir 
keine Gleichung anschreiben, und des Knotenpunktes, durch 
den die Z-Achse gelegt wurde, für den wir nur eine Kom- 
ponentengleichung in der Z-Bichtung bilden. Die andern 
2» — 3 Gleichungen genügen nämlich, wie wir von früher her 
wissen, bereits, um die unbekannten Stabspannungen zu be- 
rechnen, während die drei ausgelassenen Gleichungen dazu 
verwendet werden können, die zugehörigen Lastkomponenten 
an den festgehaltenen Knotenpunkten so zu berechnen, daß 
sie mit den übrigen, ganz beliebig gewählten Lasten ein Gleich- 
gewichtssystem herstellen. 

Nach der Lehre von den Gleichungen erhält man aber bei 
beUebig gegebenen endlichen Werten der Xq usf. nur dann 
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eindeutige und endliche Werte für die Unbekannten, als die 

8 8 
wir hier die ^, 5^, . . 



8^ 
. . . , ST . . . auffassen können, wenn 

die Determinante der Koeffizienten von Null verschieden ist. 
Wir bilden diese Determinante; sie ist von der Form 



^ = 



^f^ df, a/ 



a/ 



m 



»Ix 


31. 


as. 


■'91. 


»/. 


3/. 


»/, 


«L 
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3S. 

• 
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al. 
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9/x 


9/. 


^/. 


• • -S-T— 



21». 91- »s 



»m 



m 



^Im 



(49) 



Darin bedeutet | allgemein eine Enotenpunktskoordinate, also 
z. B. 2;^ oder y^ und zwar natürlich immer jene, die zu dem 
Knotenpunkte und der Koordinatenrichtung gehört, worauf sich 
die betreffende Komponentengleichung bezieht. 

• Für die praktische Ausrechnung, um etwa für einen be- 
stimmten, genau bezeichneten Fall nachzuweisen, ob der Aus- 
nahmefall vorliegt oder nicht, wäre Gl. (49) viel zu umständlich. 
Für die Ableitung eines allgemein gültigen Satzes, die wir hier 
anstreben, ist die Determinantenform aber recht bequem. 

Wir betrachten jetzt das Fachwerk nach 
seinem, geometrischen Verhalten. Denkt man 
sich jede Stablänge ein wenig geändert, so wird auch die Fach- 
werkfigur eine kleine Gestaltänderung erfahren. Bezeichnet 
man mit dl^ die unendlich kleine Änderung von l^ und mit 
dx^ 8y^ ... die Änderungen der Knotenpunktskoordinaten, 
so erhält man aus Gl. (43) durch Differentiieren 

(^<- ^») ^^i + (^* - ^i) *»* + {Vi - Vk) *y.- 

' +(y*-y,)ay*=^/V (50) 

Wir denken uns für jeden Stab eine solche Gleichung 
angeschrieben, betrachten die dl als gegeben und lösen die 
Gleichungen nach den Unbekannten 8x^, dy^ usf. oder, nach 
der vorher schon gebrauchten Bezeichnung, allgemeiner nach 
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den Unbekannten d| auf. Die Zahl der Unbekannten ist nämlich 
gleich 2n — 3, da durch die Art, wie wir das Koordinatensystem 
gegen die Figur festlegten, drei Verschiebungskomponenten 
gleich Null sind und daher nicht unter den Unbekannten auf- 
treten. Wir haben demnach ebensoviele Gleichungen ersten 
Grades, als Unbekannte vorkommen. 

Mit Benutzung der durch Gl. (45) eingeführten Differential- 
quotienten läßt sich Gl. (50) auch schreiben 



^*^. + |^*^^+||*2/. + .|^*yi=2W. 



Auch hier brauchen wir uns aber nicht darauf zu beschränken, 
nur jene Glieder anzuführen, die wirklich in der Gleichung 
vorkommen, sondern wir können, um auf eine symmetrische 
Form zu konunen, auch noch eine Beihe von GUedem mit auf- 
nehmen, von denen jedes schon seiner Definition nach den 
Wert Null hat. Wir schreiben also die Gleichung in der Form 



^''<jii + ^<j|.+ 






worin nun jede der 2w — 3 oder m Unbekannten d| durch ein 
Glied vertreten ist, obschon sich nur vier dieser Glieder von Null 
unterscheiden. Das vollständige System der2n--3 Gleichungen, 
die nach den 6% aufzulösen sind, läßt sich in dem Schema 

||-*|, + 1^ dl, + • • • + ||^d|„ = 21,81, 

-dt^ix +w^^^ + • • • + lr*^».= 2?,d?, 
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(51) 



zusammenfassen. Wenn die Gleichungen unabhängig vonein- 
ander sind und sich nicht widersprechen, lassen sie sich nach 
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den Unbekannten auflösen. Man erkennt dies daran, ob die 
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(52) 



von Null verschieden ist. Hat sie einen von Null verschiedenen 
Wert, so müssen auch alle d| Null sein, wenn man alle 81 gleich 
Null setzt. In diesem Falle sind keine unendlich kleinen Knoten- 
punktsverschiebungen möglich, ohne daß sich die Stablängen 
um Größen von derselben Ordnung änderten, d. h. das Fach- 
werk ist steif. Der Ausnahmefall tritt dagegen ein, sobald die 
Determinante J' zu Null wird. 

Vergleicht man z/' in Gl. (52) mit J in Gl. (49), so findet 
man, daß sich beide Determinanten nur dadurch voneinander 
unterscheiden, daß die Eeihen mit den Zeilen vertauscht sind. 
Hierdurch wird aber nach einem bekannten Satze der Deter- 
minantentheorie an dem Werte der Determinante nichts ge- 
ändert. Die Bedingung dafür, daß die Stabspannungen für jede 
beliebige Belastungsart eindeutige, endliche Werte annehmen, 
ist daher identisch mit der Bedingung, daß das Fachwerk unver- 
sohiebUch ist und wir haben damit den Satz bewiesen: 

Ein Fachwerk, das nur die notwendige 
Zahl von Stäben enthält und stabil ist, ist 
auch atatisch bestimmt und es ist umge- 
kehrt auch stabil, wenn es statisch bestim m^ 
ist, d.h. wennmanfürjede beliebiggegebene 
Belastung ein System endlicher Stabspan - 
aungen anzugeben vermag, durch das an 
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jedem Knotenpunkte Gleichgewicht her* 

gestelltwird. • 

Zu demselben Schlüsse waren wir zwar auch vorher schon in 
allen darauf hin untersuchten Fällen gelangt; immerhin ist es aber 
wertvoll, einen Beweis für, den Satz zu besitzen, der ganz allgemein 
gültig ist. Man ist dann sicher, daß kein Fall vorkommen kann, 
den man etwa außer aj^ht gelassen hätte und in dem der Satz auf- 
hörte, gültig zu sein. — Ich bemerke noch, daß der Satz auch 
für räumliche Fachwerke gültig ist und genau ebenso bewiesen 
werden kann. 

• # 
§ \ 40; Die Faohwerktr&ger. 

Eine starre Figur hat in ihrer Ebene drei Freiheitsgrade 
und wir müssen ihr daher drei Fesseln anlegen, um sie fest- 
zuhalten. Eine solche Fessel, die einen Grad der Freiheit auf- 
hebt, kann darin bestehen, daß wir irgendeinem Knotenpunkte 
nur eine Verschiebung in einer bestimmten Eichtung gestatten, 
indem wir ihn etwa längs einer Führung laufen lassen, die jede 
Yerschiebungskomponente senkrecht dazu unmöglich macht. 
Wir nennen diese Führung eine Auflagerung, die dem 
Fachwerke dadurch auferlegte Bewegungsbeschränkung eine 
Auflagerbedingung und den Knotenpunkt, dem sie 
vorgeschrieben wird, einen Auflagerknotenpunkt. 

Wenn ein Knotenpunkt vollständig festgehalten wird, 
werden dadurch zwei Freiheitsgrade aufgehoben und wir sagen 
daher, daß einem festen Auflagerpunkte zwei Auflagerbeding- 
ungen vorgeschrieben sind. Man kann sich die feste Auflagerung 
nämlich auch dadurch bewirkt denken, daß man den Knoten- 
punkt nötigt, gleichzeitig auf zwei voneinander verschiedenen 
Auflagerbahnen zu bleiben, so daß er sich wegen der andern 
auf keiner von beiden bewegen kann. 

Je nachdem man die drei Auflagerbedingungen auf drei 
oder nur auf zwei Auflagerpunkte verteilt, erhält man ver- 
schiedene Trägerarten. In der heutigen Praxis kommt freilich 
nur der zuletzt erwähnte Fall vor. Es würde aber nichts im 
Wege stehen, auch den andern zur Ausführung zu bringen, 
und da man nicht wissen kann, was die Zukunft auf diesem 
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Gebiete bringt, ist es immerhin nützlich, auch bei jenem für 
einen Augenblick zu verweilen. 

* Abb. 101 gibt d^n gewöhnlich vorkommenden Fall des 
„B a 1 k e n t r ä g e r s*' an, bei dem ein Auflagerknotenpunkt 
ganz festgehalten ist, während sich der andere längs ^iner 
horizontalen Auflagerbahn verschieben kann. Von ihm unter- 





Abb. im. 



Abb. lOS. 



scheidet sich der „Träger mit schiefer Auflage- 
rn n g" in Abb. 102 nur durch die in anderer Bichtung geführte 
Auflagerbahn. In beiden Fällen vermag man die durch beliebige 
Lasten hervorgerufenen Auflagerkräfte nach den schon früher 
dafür gegebenen Lehren sofort zu berechnen und nachdem dies 
geschehen ist, hat man es nur noch mit der Ermittelung der Stab- 
spannungen im Fachwerke für bekannte äußere Kräfte zu tun. 

Eine der möglichen Trägerarten mit drei Auflagerknoten- 
punkten, denen nur je eine Auflagerbedingung vorgeschrieben 
ist, führt Abb. 103 vor. Als .Auf- 
lagerpunkte der starren Figur sind 
die Funkte A, ByC anzusehen und 
die Auflagerbedingungen in den 
Punkten A und B werden hier 
durch die Stäbe AD waA BE ver- 
wirklicht, die den Punkten kreis- 
förmige Auflagerbahnen um die Mittelpunkte D und E vor- 
schreiben. In das Fachwerk sind daher diese Stäbe bei jener 
Auffassung nicht mit einzurechnen. 

Man kann aber auch sagen, daß die Stäbe DA und EB 
zusammen ein imaginäres Gelenk O ausmachen, um das sich das 
Fachwerk gegen di« Konstruktionsebene zu drehen vermocht^ 
wenn die Auflagerbedingung in C nicht im Wege wäre. Der 
Gelenkdruck in O gibt den auf das linke Widerlager über- 
tragenen Auflagerdruck an. Er wird dahin zwar nicht als 
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einzelne Kraft, sondern in zwei Komponenten durch die beiden 
Stabspannungen in AD und BE übergeleitet. 

Wenn das Fachwerk an sich statisch bestimmt ist, erhält 
man in allen diesen Fällen auch statisch bestimmte Fachwerk- 
träg^. Zu solchen kann man aber auch noch auf andere Art 
gelangen. Schreibt man nämUch einem Fachwerke vier oder 
noch mehr Aufiagerbedingungen vor, so erhält man zunächst 
einen statisch unbestimmten Fachwerkträger. Dieser kann aber 
dadurch wieder zu einem statisch bestimmten gemacht werden, 
daß man unter Beibehaltung der überzähligen Auflager- 
bedingungen eine entsprechende Zahl von Stäben fortnimmt. 
Auf diese Art entsteht der häufig angewendete Fach- 
werkbogen mit drei Gelenken in Abb. 104. Die 
beiden Auflagerknoten A und B sind vollständig festgehalten; 

es sind also vier Auf- 
^ lagerbedingungen vor- 

geschrieben. Denkt man 
sich den punktiert ge- 
zeichneten Stab DE zu- 
gefügt, so geht die 
Trägerfigur in ein ein- 
faches, statisch be- 
stimmtes Fachwerk über. Die Berechnung der unbekannten Auf- 
lagerkräfte und daher auch die Berechnung der Stabspannungen, 
die zu einer gegebenen Belastung gehören, könnte dann nur auf 
Grund der Elastizitätslehre erfolgen. Wenn man aber den Stab 
DE fortläßt, ist der Träger statisch bestimmt, weil hiermit eine 
der Unbekannten, die sich aus den Gleichgewichtsbedinguügen 
für alle Knotenpunkte ermitteln lassen müssen, wieder fortfällt, 
so daß wieder ebensoviele Gleichungen als Unbekannte zur 
Verfugung stehen. — Auf die besondere Gestalt des Trägers 
kommt es übrigens hierbei nicht an; wesentlich ist nur, daß 
der Träger aus zwei Scheiben aufgebaut ist, die für sich ge- 
nommen statisch bestimmte Fachwerke darstellen, daß diese 
Scheiben in einem Scheitelgelenke 67 zusammenhängen und mit 
je einem Endknotenpunkte fest aufgelagert sind. Da sich die 




Abb. 104. 



§ 40. Die Fachweikträger. 



219 



Scheiben bei einer elastischen Formänderung um ihre Auflager- 
punkte ohne Widerstand zu drehen vermögen, bezeichnet man 
diese Auflagerpunkte ebenfalls als Gelenke und zwar als die 
„Kämpfergelenke" des Dreigelenkbogens. 

Ein anderes Beispiel zeigt Abb. 105. Hier sind vier Auf- 
lagerbedingungen auf den festgehaltenen Knotenpunkt A und 
die auf Walzenlager gesetzten Auflagerpunkte B und C verteilt. 
Auch hier wird die Trägerfigur aus zwei Scheiben gebildet, 
die im Gelenke D zusammenhängen. Fügte man den zwischen 



JF F 




Z22 




722 




Abb. 105. 

E und F fortgelassenen Stab hinzu, so ginge die Trägerfigur in 
ein statisch bestimmtes Fachwerk, der Träger selbst aber in 
einen statisch unbestimmten über. Der Träger in Abb. 105 ist 
ein Gerberscher Gelenkträger, für den die Be- 
rechnung der Auflagerkräfte bereits im zweiten Abschnitte 
auseinandergesetzt wurde. Nachdem die Auflagerkräfte be- 
kannt sind, ergeben sich die Stabspannungen auf einfache 
Weise, z. B. durch Zeichnen eines Kräfteplanes. 

Ein Beispiel mit fünf Auf 1 agerb e ding- 
ungen ist in Abb. 106 dargestellt. Als Auflagerpunkte sind 
der festgehaltene 
Knotenpunkt A, der 
auf Walzen ver- 
schiebliche B und die 
durch die Stäbe EG 
und FD auf Kreis- 

bögen geführten 
Knotenpunkte Cund 
D aufzufassen. Die 

Stäbe CE imd DF sind hiemach in die Fachwerkfigur nicht mit 
einzurechnen, sie dienen vielmehr nur zur Verwirklichung der Auf- 
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lagerbedingungen. Man überzeugt sich leicht, daß die zwischen 
den Auflagerpunkten A^ (7, Z>, B liegende Trägerfigur zwei Stäbe 
weniger hat, als zur Aussteifung nötig wären, wenn nicht zwei 
überzählige Auflagerbedingungeu hinzukämen. Anstatt die 
Knotenpunkte' und die Stäbe abzuzählen, kann man hierbei 
davon ausgehen, daß die Einschaltung eines Stabes zwischen 
H und J den unteren Teil, für sich betrachtet, in ein einfaches 
statisch bestimmtes Fachwerk umwandeln würde. Um die 
Knotenpunkte C und D und die zwischen ihnen liegenden hieran 
anzuschließen, genügen die vorhandenen Stäbe nicht. Man 
müßte dazu etwa noch einen Stab CK einführen. Dann hätte 
man aber in der Tat wieder ein einfaches, statisch bestinamtes 
Pachwerk vor sich, denn zunächst wäre der Punkt C durch 
zwei Stäbe mit dem unteren Teile verbunden, an G und den 
unteren Teil wäre der folgende Knotenpunkt durch zwei Stäbe 
angeschlossen und so fort bis zum andern Ende bei D.. 

Als jene Stäbe, die aus dem statisch bestimmten Fach- 
werke entfernt und durch zwei überzählige Auflagerbedingungen 
ersetzt sind, kann man demnach HJ und CK betrachten, ob- 
schon die Wahl auch noch anders getroffen werden könnte» 

Träger von der Gliederung der Abb. 1 06 werden bei der Er- 
richtung von sogenannten versteiften Hängebrücken verwendet. 
Die die Figar nach oben hin abschließenden Stäbe werden nur auf 
Zug beansprucht und man kann sie daher auch aus Seilen oder 
Ketten herstellen. Der von ihnen gebildete Linienzug mag daher 
die „Kette" genannt werden. An der Kette ist der untere „Ver- 
stei^ingsträger" durch „Hängeeisen" angehängt. Die Hängeeisen 
sind hier in lotrechter Stellung angenommen und sie vermögen da- 
her auf die Kette nur lotrechte Lasten zu übertragen. 

Zwischen den Spannungen in den Hängeeisen und den Ketten- 
spannungen bestehen die früher untersuchten einfachen Beziehungen 
zwischen den Lasten und den Seüspannungen in einem Seilecke. 
Wählt man die Gestalt der Kette so, daß ihre ELUOtenpunkte auf 
einer Parabel liegen, so köimen alle Hängeeisen nur gleich große 
Spannungen aufnehmen. Nimmt der untere Träger eine gleich- 
förmig verteilte Last auf, so wird diese ausschließlich auf die 
Kette übertragen. Dies folgt daraus, daß ein Spannungsbild dieser 
Art an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht herstellt und daß bei 
einem statisch bestimmten Träger nur ein einziges Spannungsbild 
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möglich ist, das diese Bedingang erfEÜlt. Die ganze Eigenlast wird 
daher ebenso wie die gleichförmig verteilte Gesamtlast von der 
Kette aufgenommen. Diese stellt daher den wichtigsten Teil der 
ganzen Konstruktion dar. Der untere Träger wird nur bei ungleich- 
förmig verteilten Lasten in Mitleidenschaft gezogen; daher kommt 
seine Bezeichnung als Versteifungsträger der Kette. 

Wird ein beliebig gegebenes Lastensystem aufgebracht, so 
denke man sich, um die Auflagerkräfte und Stabspannungen zu 
berechnen, die Hängeeisen durchschnitten und betrachte das Gleich- 
gewicht des Versteifungsträgers, nachdem die Spannungen der Hänge- 
eisen durch lotrechte Kräfte ersetzt sind, von denen man zunächst 
nur weiß, daß sie alle untereinander gleich sind. Bezeichnet man 
die Spannung eines Hängeeisens mit X und ihre Anzahl mit n, so 
bringt die von ihnen übertragene, nach oben gerichtete Gesamtlast 
an den Auflagern Ä und B für sich genonmien negative Auf lager- 

drücke von der Größe -^- hervor. Dazu kommen die von dem 

gegebenen Lastensysteme herrührenden positiven Auflagerdrücke, 
die auf gewöhnliche Art leicht berechnet werden können. 

Zur Ermittelung der Unbekannten X dient hierauf die Be- 
dingung, daß im Gelenke G- zwischen den beiden Scheiben, die den 
Versteifungsträger zusanmiensetzen, kein Moment übertragen werden 
kann. Man kann diese Bedingimg etwa in einer Momentengleichimg 
in bezug auf Punkt G für das Gleichgewicht einer der beiden 
Scheiben zum Ausdrucke» bringen, in der X als einzige Unbekannte 
auftritt. 

Bezeichnet man allgemein die Zahl der Auflagerbedingungen 
mit p, so erhält man für die notwendige Stabzahl, also für die 
Zahl der Stäbe im statisch bestimmten Träger, 

m=:2n-p; (53) 

denn diese Formel gUt zunächst für /> = 3 imd da man für 
jede weitere Auflagerbedingmig einen Stab fortzmiehmen hat, 
bleibt sie auch für größere Werte von p gültig. Natürlich muß 
man zugleich darauf achten, daß kein Ausnahmefall vorliegt. 

§ 41. Der Dreigelenkbogen« 

Pur den schon im Anschlüsse an Abb. 104 besprochenen 
Pachwerkbogen mit drei Gelenken soll die Betrachtung noch 
etwas weiter durchgeführt werden. Es handelt sich dabei 
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hauptsächlich lun die Berechnung der Auflagerkräft^ und des 
im Scheitel übertragenen Gelenkdruckes, denn die Spannungen 
in den beiden Scheiben können, nachdem die äußeren Kräfte 
gefunden sind, auf bekannte Weise ermittelt werden. Da Gestalt 
und Gliederung der Scheiben für die Ermittlung der Auflager- 
kräfte gleichgültig sind, wurden die Scheiben in Abb. 107 nur 
durch schraffierte Flächen von beHebigem umrisse angegeben. 
In Abb. 107 ist angenommen, daß nur eine Einzellast an 
einer der beiden Scheiben angebracht sei. Um die von ihr 
hervorgerufenen Gelenkdrücke zu ermitteln, bedenke man, daß 
an der unbelasteten Scheibe nur zwei Kräfte angreifen, die in 

den Gelenken B und G 
auf sie übertragen wer- 
den. Damit Gleich- 
gewicht bestehe, müssen 
beide in dieselbe Bich- 
tungslinie, also in die 
Verbindungslinie der 
Punkte B und C fallen. 
Hiermit ist die Bich- 
tung des Gelenkdruckes in O auch für ^ie andere Scheibe be- 
kannt. An dieser halten sich drei Kräfte im Gleichgewichte,, 
deren Bichtungslinien sich in einem Funkte treffen müssen. 
Verlängert man also BC bis zum Schnitte mit der Bichtungs- 
linie der Last P, so muß durch diesen Punkt auch der in A 
übertragene Auflagerdruck gehen. Es bleibt nur noch übrig, die 
Kraft P nach den beiden Bichtungslinien zu zerlegen, was mit 
Hilfe eines Kräftedreieckes geschehen kann. 

Anstatt dessen kann man die durch P hervorgerufenen 
Auflagerkräfte auch durch Bechnung bestimmen. Dabei sei 
vorausgesetzt, daß die Auflager A und B in gleicher Höhe 
liegen. Zerlegt man jeden Auflagerdruck in eine vertikale und 
eine horizontale Komponente, so folgt zunächst aus der Be- 
dingung für das Gleichgewicht des ganzen Trägers gegen Ver- 
schieben in der horizontalen Bichtung, daß die beiden Hori- 
zontalkomponenten H von gleicher Größe sein müssen, wenigstens 
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dann, wenn die Last P lotrecht gerichtet ist. Die vertikalen 
Komponenten erhält man aus Momentengleichungen für die 
Anflagerpunkte zu 

also ebensogroB, als wenn die Last P an einem Balkentrager 
angebracht wäre, der die gleiche Spannweite überdeckte. 

Um den Horizontalschub H zu finden, betrachtet maü 
das Gleichgewicht einer der beiden Scheiben für sich. In bezug 
auf C als Momentenpunkt erhält man für die unbelastete Scheibe 
die Momentengleichung 

Hh=B^ und daher ^ = |f- 

Diese Gleichung gilt indessen nur so lange, als p zwischen 

und Y liegt. Wird p größer, so ist dafür der Abstand l — p 

vom andern Auflager einzuführen und der Ausdruck für H 
lautet ^ , 

Trägt mail die Abstände p als Abszissen und den von der 
Lasteinheit, wenn sie an der Stelle p angebracht wird, hervor- 
gerufenen Horizontalschub als Ordinate in einem beliebigen 
Maßstäbe auf, so erhält man 
die in Abb. 108 gezeichnete 
graphische Darstellung für 

das Abhängigkeitsgesetz 
zwischen dem Horizontal- 
schube und der Laststellung. 

Die gebrochene Linie, die die Endpunkte aller Ordinaten 
verbindet, wird als die Einflußlinie für^T bezeichnet. 
Mit Hilfe der EinflußUnie kann man für jedes beliebige System 
lotrechter Lasten den zugehörigen Horizontalschub berechnen, 
indem man jede Last mit der Verhältniszahl multipliziert, die 
von der auf ihrer Bichtungslinie gelegenen Ordinate der Ein- 
flußlinie angegeben wird, und alle Produkte addiert. 
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Denkt man sich bei einem beliebig gegebenen Lasten- 
systeme den Aoflagerdraok am linken Auflager mit der nächst 
gelegenen Last zusammengesetzt, die Besultierende mit der 
folgenden Last usf., so erhält man ein Seileck. Da sich auch der 
Gelenkdruck im Scheitelgelenke und der Auflagerdruck am 
andern Trägerende unter diesen Besultierenden befinden, muß 
das Seileck auch durch diese Gelenkpunkte gehen. Die Aufgabe, 
die Gelenkdrücke für den Dreigelenkbogen zu ermitteln, kommt 
daher im wesentlichen auf dasselbe hinaus wie die Aufgabe, 
zu gegebenen Lasten ein Seileok zu zeichnen, 
das durch drei vorgeschriebene Punkte geht« 

Für die Lösung dieser einfachen Aufgabe hat man schon 
viele Wege ausgedacht. Man kann z. B. mit einem Seilecke 
beginnen, das zunächst nur durch einen der drei Funkte geht, 
dann unter Benutzung des in § 11 bewiesenen Satzes durch 
Verschieben des Poles im Kräfteplane ein zweites daraus ab- 
leiten, das durch zwei Punkte geht und durch nochmaliga 
Anwendung desselben Verfahrens ein drittes, das alle drei Be- 
dingungen erfüllt. 

Ein anderes Verfahren besteht darin, die gegebenen Lasten 
zunächst durch ein beliebiges Seilpolygon zu verbinden und mit 
dessen Hilfe (nach § 10) sowohl die Besultierenden St; und 9tr der 
an der linken und rechten Scheibe, einzeln genommen, angreifenden 
Lasten als auch die G«samtresultierende 91 aller Lasten zu ermitteln. 
Hierauf beachte man, daß sich die Gelenkdrücke !(, 93, S, die zu 
den Gelenken A, B, gehören, paarweise auf den Biditungslinien 
der drei Besultierenden schneiden müssen, nämlich 9 und 8 auf St» 
und S auf 9li und S3 und di auf Str- Die Bichtungslinien von 
91, 9, S bestimmen demnach ein Dreieck, dessen Seiten durch die 
Punkte Ä, Bj G gehen und dessen Ecken auf den drei parallelen 
(oder bei nicht parallelen Lasten wenigstens in einem Punkte sich 
schneidenden) Bichtungslinien St, 8I7, 8tr liegen müssen. Wir haben 
also dieselbe Aufgabe zu lösen wie schon in § 37. 

Li Abb. 109 ist dies ausgeführt. Die Einzellasten und das 
zu ihrer Zusammensetzung dienende Seilpol jgon sind weggelassen, 
die BichtungsHnien der drei Besultierenden daher als unmittelbar 
gegeben angenommen worden. Man ziehe zuerst die Dreieckseite 1 
yon Ä aus in beliebiger Bichtung, hiei^uf 2 durch G und 3 durch 
den Schnittpunkt von 1 mit 81. Dadurch erhält man ein Dreieck 
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1, 2, 3, daa fttaf von den sechs Bedingungen erfüllt; nur die 
Seite 8 geht nicht durch den Torgeschriebeuen Punkt B. ' Ein 
zweites Dreieck, doa die- 
selben fOnf Bedingtmgen 
erfRllt, wird von der 
durch Ä und G gezoge- 
nen Linie 4 gebildet. 
Durch den Schnittpunkt 
D von i mit 3 muß 
daher die dritte Seite 
jedes andern Dreieckes 
gehen, das denselben Kf:>% 

fBnf Bedingungen ge- _^#^*9^ 
nflgt, also auch jenes, ^ 
das zugleich die sechste Abb. lOs. 

Bedingung erffillt. Man 
zieht hiernach 5 von B aus durch D und erhält so das gesuchte 
Dreieck 5, 6, 7. N'achdem die Richtnngalinien der'Gelenkdriicke 
bekannt sind, ergeben sich ihre GrOBen durch einfache Eräfte- 
zerleguDgen. 

Natürlich kann man auch, nachdem 9t, ond 91, gefunden 
sind, nach dem vorher für eine Einzellast beschriebenen Ver- 
fahren zuerst die Gelenkdrücke ermitteln, die entstehen, wenn 
nur die linke Seheibe mit 3t, belastet, die andere aber unbe- 
lastet ist, hierauf dasselbe für 9}^ wiederholen und die unter 
der ganzen Last entstehenden Gelenkdrücke durch geometrische 
Smnmierung aus den Einzelwerten bestimmen. Dieses Ver- 
fahren ist vielleicht noch das einfachste, bedarf aber gerade 
darum hier keiner weiteren Erläuterung. 

Aufgaben. 

29. Aufgabe. Die in Abb. 110" geseichneie Grundfigwr trägt 
die Lasten P und P; man soll die Stabsjiannungen berechnen. 

Lösung. Die Figur z&hlt sechs Knotenpunkte und neun 
Stäbe, also die notwendige Zahl. Sie kann durch Verbindung des 
Stabdreieckes 2, 3, 4 mit dem Dreiecke 7, R, 9 durch die drei 
Stäbe 1, 5, 6 entstanden gedacht werden. Man kann also auch 
einen Schnitt legen, der nur drei Stäbe trifft (nämlich die drei 
Verbindungsstäbe}, deren Ricbtimgslinien sieb nicht in einem Punkte 
schneiden. Die Spannungen der Verbindimgsstäbe findet man ent- 
weder nach der Bitterscben Methode oder mit Hilfe der Culmann- 

Fappl: QnphlicliB BUtIk. 3. Aufl. 15 
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sehen Kräftezerlegung. Dabei liegt hier insofern noch ein beson- 
derer Fall vor, als zwei der Verbindungsstäbe, nämlich 1 und 6, 
parallel zueinander verlaufen. In diesem Falle, der öfters vor- 
kommt und deshalb hier noch besonders berührt werden sollte, 
vereinfacht sich das Culmannsche Verfahren erheblich. Denkt man 
sich nämlich einen horizontalen Schnitt durch die Mitte der Figur 
gelegt und betrachtet das Gleichgewicht der oberen Hälfte, so folgt 
sofort, daß die Besultierende aus P und 5 parallel zu 1 und 6 
sein muß. Mun findet daher 5 durch das nebenan gezeichnete 
Kräftedreieck und zwar als Druckspannung. 
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Abb. 110 a. 



Abb. 110 b. 



Nachdem 5 bekannt ist, kann man auch den Kräfteplan in 
Abb. 110^ auftragen, indem man mit den Dreiecken 5, 2, 4 und 
5, 7, 8 beginnt, worauf sich die Dreiecke 2, 1, 3 und 7, 9, 6 an- 
reihen. Der Kräfteplan ist ein. reziproker. Die aijf Druck bean- 
spruchten Stäbe sind in Abb. 110* durch beigesetzte Schattenstriche 
hervorgehoben. — Natürlich könnte man ganz ähnlich verfahren, 
wenn beliebig gegebene andere Lasten an dem Fach werke angriffen. 
Man müßte dann zuerst jene Lasten, die an der oberen Hälfte der 
Figur angreifen, zu einer Eesultierenden vereinigen, die an Stelle 
von P nach 5 und 1, 6 zu zerlegen wäre. 

30, Aufgabe. An dem in Abb, 111 gezeichneten Fachwerke 
greifen die Lasten P und P an; man soU •die Stabspannungen 
ermitteln. 

Lösung. Die Aufgabe ist der vorigen ganz ähnlich; maA 
kann sich die Figur durch Vereinigung der Dreiecke 1, 2, 3 und 
4, 5, 6 durch die drei Verbindungsstäbe 7, 8, 9 entstanden denken. 
Daß hier das eine Dreieck von dem andern umschlossen wird, 
macht nur wenig aus. Der Schnitt, den man zu führen hat, um 
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das Eittersche oder Oulmannsche Verfahren anzuwenden und der 
die Figur in zwei Teile zerlegen muß, die nur durch drei Stäbe 
zusammenhängen, die nicht durch einen Punkt gehen, mufi hier 
freilich ringförmig zwischen den Dreiecken 1, 2, 3 und 4, 5, 6 
gezogen werden. Dies hindert aber die Anwendung des Verfahrens 
nicht: die Zerlegung von P nach den drei Richtungslinien 7, 8, 9 
liefert sofort die iiSpannungen in den Verbindungsstäben. 

Anstatt dessen kann man auch den Begriff des imaginären 
Gelenkes zur Lösung benutzen. Von den drei Stäben 7, 8, 9 z. B. 
hängt jeder mit dem 
andern durch zwei 
Stäbe oder, wie wir 
sagen können, in einem 
imaginären Gelenke zu- 
sammen. Die Gelenk- 
punkte sind in der 
Abbildung mit 7, 8, 
mit 8, 9 und mit 7, 
9 bezeichnet. Auf den 
Stab 8 werden nur die 
Gelenkdrücke 7, 8 und 

8, 9 übertragen; beide müssen daher gleich sein und in dieselbe 
Richtungslinie fallen. Zieht man die Verbindungslinie beider Gelenk- 
punkte, so kennt man damit auch für den Stab 9 die Richtungslinie 
des Gelenkdruckes 8, 9. Am Stabe 9 greifen außerdem noch die 
Last P und der Gelenkdruck 7, 9 an. 
Die drei Kräfte müssen sich in einem 
Punkte schneiden und hieraus erhält 
man auch die Richtung des Gelenk- 
druckes 7, 9. Mit Hilfe eines Kräfte- 
dreieckes (das in der Abbildung weg- 
gelassen wurde) erhält man auch die 
Größen der Gelenkdrücke und durch 
Zerlegung jedes Gelenkdruckes nach 
den Richtungen der beiden Stäbe, die 
das Gelenk bilden, die Stabspannungen. 

Bl, Aufgahe. An einer Wand 
ist in einer lotrechten Ebene das aus 
den Stäben 1 bis 8 bestehende Stabgerüst 

(Abb, 112) befestigt^ das dazu bestimmt ist, die Last P auf- 
zunehmen; man soll die Stabspannungen berechnen, 

Lösung. Die Wand ist als eine Scheibe aufzufassen, an die 
vier freie Knotenpunkte angeschlossen sind. Dazu braucht man 
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acht Stäbe und diese sind auch vorhanden. Bei der Berechnung 
der Stabspannungen ergibt sich jedoch, daß diese unendlich groß 
werden und daraus folgt, daß ein Ausnahmefall vorliegt. Das 
Stabgerust ist daher gar nicht tragfähig; wenigstens vermag es 
Lasten nur insoweit aufzunehmen, als es die Biegungsfestigkeit der 
Stäbe in Verbindung mit der Steifigkeit der Knotenpunkte zuläßt, 
d. h. nur geringe Lasten, die schon verhältnismäßig große Form- 
änderungen herbeiftihren. 

Beseitigt man nämlich etwa Stab 5, um das Hennebergsche 
Verfahren anzuwenden^ und bringt daftir irgendeinen geeignet ge- 
wählten Ersatzstab e an, so ist das hierdurch entstehende Fachwerk 
zwar tragfahig und die Stabspannungen lassen sich leicht ermitteln. 
Sobald man aber dann in der Bichtungslinie des Stabes 5 eine 
Zugspannung von der Lasteinheit anbringt und einen zweiten Kräfte- 
plan für diesen Belastungsfall zeichnet, findet man, daß der Stab e, 
wie er nun auch gewählt sein möge, hierbei spannungslos bleibt. 
Dies geht schon aus der Symmetrie der Figur hervor. Die zur 
horizontalen Symmetrieachse symmetrisch liegenden Stäbe erfahren 
Spannungen gleicher Größe und gleichen Vorzeichens und man 
kann auf diese Weise Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte her- 
stellen ^ ohne den Ersatzstab e in Anspruch zu nehmen. Dies ist 
aber bei dem Hennebergschen Verfahren das Kennzeichen für den 
Ausnahmefall. 

Noch einfacher und hier zugleich allgemeiner verwendbar ist 
die Untersuchung mit Hilfe der imaginären Gelenke. Stab 3 hängt 
mit der Wand im imaginären Gelenke A imd Stab 6 mit der 
Wand in B zusammen. Außerdem sind noch 3 und 6 unter sich 
durch die beiden parallelen Stäbe 4 und 5 verbunden, die einem 
im unendlichen liegenden imaginären Gelenke C gleichwertige sind. 
Die drei Gelenke A^ B^ C liegen aber bei der in der Abbildung 
getroffenen Anordnung in einer Geraden und darin besteht bei 
dieser Art der Untersuchung das Kennzeichen des Ausnahmefalles. 

Auch die Methode von Müller -Breslau führt schnell zum 
gleichen Ergebnisse. Man kann nämlich eine Figur zeichnen, die 
in der Gliederung und in allen Stabrichtungen mit der Stabfigur 
übereinstinunt, ohne ihr ähnlich zu sein. 

32. Aufgabe, An iner Wand ist in einer lotrechten Ebene 
die in Abb, 113 gezeichnete^ aus den Stäben 1 bis 8 bestellende, 
statisch bestimmte Stangenverbindung befestigt. Man soll die Stab- 
spanmmgen berechnen ^ die von einer am unteren Knotenpunlte an- 
gebrachten Last von P = 6000 kg hervorgerufen werden. 

Erste Lösung. Man beseitige etwa Stab 5 und bringe da- 
für den durch eine gestrichelte Linie angegebenen Ersatzstab e an. 
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Dann zeichne man den K]*äfteplan T für das dadurch erhaltene ein- 
fache Fachwerk. Dieser Kräffceplan besteht hier nur aus einem 
einzigen Dreieck. Betrachtet man nämlich den oberen Knotenpunkt, 
in dem die Stäbe 1 imd 3 zusanmienstoßen, so müssen deren 
Spannungen zu Null werden, da Stab 5 beseitigt ist und keine äußere 
Kraft an dem Knotenpunkte angreift. Geht man dann zum Knoten- 
punkte 2, 3, 4 weiter, so folgt, nachdem 3 als spannungslos er- 
kannt ist, daß auch 2 und 4 spannungslos sein müssen; ebenso 
die Stäbe 7 und 6 am Knotenpunkte 4, 6, 7. Spannimgen 
können daher im Kräfteplan T nur von den Stäben 8 und e auf- 
genommen werden. 

Hierauf beseitigt man die Last P, bringt eine Zugspannung 
von der Lasteinheit längs der Eichtungslinie des beseitigten Stabes 5 
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an imd zeichnet den Kräfteplan u. Aus den Kräfteplänen ent- 
nimmt man 

Te^ + 4760 kg, i^, = + 0,794, 

woraus Z« — 6000 kg folgt. Für die Stäbe 1, 2, 3, 4, 6, 7 
findet man daraus die Spannung durch Multiplikation mit dem zu- 
gehörigen u der Eeihe nach zu 

— 6000; -f 6000; + 8460; -f 6000; + 8460; -f 6000 kg. 

Für den Stab 8 erhält man die Spannung nach der Formel 

Äg = Tg + WgZ = - 6380 - 0,346 • 6000 « - 8460 kg. 
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Zweite Lösung. Stab 3 hängt mit der Wand durch die 
Stäbe 1 und 2 zusammen, die einem imaginären Gelenke Ä gleich- 
wertig sind, das mit dem Schnittpunkt der Stabrichtungslinien 1 
und 2 im Unendlichen zusammenföUt. Ebenso ist Stab 3 mit Stab 6 
durch das aus den Stäben 4 und 5 gebildete, ebenfalls im Unend- 
lichen liegende imaginäre Gelenk C verbunden imd Stab 6 mit der 
Wand durch das von den Stäben 7 und 8 gebildete imaginäre 
Gelenk B, Bei dieser Anpassung der Figur erscheinen die Stäbe 
3 und 6 als Hauptstäbe, die übrigen als Verbindungsstäbe. Das 
Gleichgewicht des Stabes 3 erfordert, daß die beiden an ihm an- 
greifenden, durch A und C gehenden Gelenkdrücke in eine Gerade 
fallen, da eine äußere Kraft an diesem Stabe fehlt. Diese Gerade 
ist die unendlich ferne Gerade der Ebene. Jeder Gelenkdruck 
entspricht daher einer unendlich fernen und unendlich kleinen Kraft 
oder einem Kräftepaare. Daraus folgt, daß die Spannungen 1 und 2 
gleich groß und von entgegengesetztem Vorzeichen sein müssen; 
ebenso 4. und 5. Am Stabe 6 wirken die beiden durch C und B 
gehenden Gelenkdrücke und die Last P. Nachdem bereits erkannt 
ii^, daß der Gelenkdruck C einem Kräftepaar entspricht, folgt, daß 
auch P und der Gelenkdruck B ein Kräftepaar bilden müssen. 
Man zerlegt nun den hiermit bekannten Gelenkdruck B nach den 
Eichtungen der Stäbe 7 und 8, womit man sofort Ä^ = -f 6000 

und Äg =. — 6000 . ■/2 = — 8460 findet. Daran läßt sich ohne 
weiteres ein Kräfteplan 8 anschließen, der in der Abbildung weg- 
gelassen ist. 

33. Aufgabe, Man soll für das in Abb. 114'* gezeichnete 
Fachwerkj an dem sich die gegebenen äußeren Kräfte P, A wnd B 
im Gleichgewichte halten ^ die Stabspannungen nach dem Henneberg- 
schen Verfahren berechnen, 

Lösung. Man beseitigt hier am besten den Stab 3, weil sich 
dann die Berechnung am einfachsten gestaltet, und führt etwa den 
durch eine gestrichelte Linie angegebenen Ersatzstab e ein. Da 
die Richtungslinien der Kräfte A und B hier in die Eichtungen 
der Stäbe 2 und 12 fallen, braucht man für die zugehörigen 
Knotenpunkte gar keine Kräftedreiecke zu zeichnen; man weiß 
sofort, daß die Stäbe 3 und 13 spannungslos werden, während die 
Stäbe 2 und 12 die äußeren Kräfte A und B allein aufzunehmen 
haben. Da 3 spannungslos ist, müssen auch die beiden andern, 
mit ihm von demselben Knotenpunkte ausgehenden Stäbe 4 und 5 
spannungslos sein und ebenso auf der andern Seite 10 und 11. 
Am Angriffspunkte von P bleiben hiernach nur die Spannungen 
von e und 8 übrig. Da aber P in die Eicht ung von 8 fällt, so 
ist auch 6 spannungslos. Li dem einfachen Fach werke, das wir 
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durch die Stabvertauschung erhielten, geraten demnach unter der 
angegebenen Belastung nur die Stäbe 2, 6, 7, 8, 9 und 12 in 
Spannung. 

Von diesen Ergebnissen interessiert uns zunächst nur der Um- 
stand, daß im Spannungsbilde T, wie es in § 36 genannt wurde, 
die Spannung Tg des Ersatzstabes gleich Null ist. Zugleich er* 
kennt man aber auch, daß dieser besondere Wert von Tg nur zu 
dieser besonderen Belastung gehört; bei anderm Lastangriffe würde 
auch e Spannung aufzunehmen haben. 

Jetzt iragt es sich, ob etwa die Spannung Ue im Ersatzstabe, 
die durch eine längs der Eichtungslinie des beseitigten Stabes 1 
angebrachte Zugspannung hervorgerufen wird, ebenfalls zu Null 
wird. Wird sie nicht zu Null, so ist nach Gl. (36), S. 193, was 





r^^ 








M. 


«0 


;$ 


^\ 


^{ 


^ 


^ ^ 


^ 




^^ 




^ 


^^ 





Abb. lUc. 



Abb. 114 b. 



Abb. 114 a. 



auch sonst der Wert von w« sein möge, jedenfalls die wirklich 
eintretende Spannung X des beseitigten Stabes gleich Null. Der 
Kräfteplan u läßt sich leicht zeichnen, indem man (Abb. 114^) 
zuerst 1 gleich der Lasteinheit aufträgt, hierauf das Dreieck 
1, 12, 13, dann das Dreieck 13, 10, 11, das Viereck 11, 12, 7, 9, 
das Dreieck 9, 6, 8 und schließlich das Viereck 8, 10, 4, c zufügt. 
Der Eräfteplan kann zugleich, wie es in der Abbildung geschehen 
ist, als reziproker konstruiert werden, da sich die Fachwerkfigur ohne 
weiteres in Polygone zerlegen läßt, so daß an jedem Stabe zwei 
aneinander grenzen. Nachdem u^ gefunden ist, hat es keinen Zweck, 
den Eräfteplan noch weiter zu führen, obschon dies leicht geschehen 
könnte. Überdies brauchen wir auch den Kräfteplan u im vorliegen- 
den Falle nur, um uns zu überzeugen, ob w« von Null verschieden ist. 
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Nachdem dies nachgewiesen ist, wissen wir, daß der Stab 1 
in dem ursprünglich gegebenen Fachwerke bei der gegebenen Be- 
lastung die Spannung Null hat. Der Erftfteplan S ist daher im 
vorliegenden Falle identisch mit dem schon vorher besprochenen, 
aber noch nicht gezeichneten Kräfteplane T. In Abb. 114^ ist 
dies nachträglich geschehen und die Stabspannungen, die in dem 
gegebenen Fachwerke tatsächlich auftreten, können daraus unmittel- 
bar entnonmien werden. Gezogen sind die Stäbe 6, 8, 9, gedrückt 
die Stäbe 2, 7, 12; alle andern, die in Abb. 114* überdies durch 
kurze Querstriche gekennzeichnet sind, bleiben spannungslos. 

Symmetrisch darf man das Fachwerk in Abb. 114* freilich 
nicht annehmen, sonst kommt man auf einen Ausnahmefall. Bei 
der hier vorausgesetzten Belastungsart wäre freilich auch dann noch 
Gleichgewicht ohne unendlich große Stabspannungen möglich. Das 
Gleichgewicht wäre aber labil und bei jeder Abweichung von der 
symmetrischen Belastung kämen unendlich große Stabspannungen 
vor. Man erkennt dies daraus, daß Ug bei der symmetrischen An- 
ordnung zu Null wird, während Tg bei einer unsymmetrischen Be- 
lastung von Null verschieden ist. 

Daß man gerade bei symmetrischen Figuren leicht auf Aus- 
nahmefälle geführt wird, kann übrigens nicht überraschen, da die 
Symmetrie einer Figur selbst schon einen ausgezeichneten Fall 
bildet, der sich mit jenem andern leicht deckt. 

34. Aufgabe. Der in Abb. 115^ geiseichnete Bachbinder hat 
in der Mitte eine sechseckige, statisch bestimmte Grundfigur, da die 
drei sich in der Mitte kreuzenden Sechseckdiagonälen an der Kreu- 
zu/ngsstelle nicht miteinander verbwnden sein sollen. Jeder Knoten- 
punkt des Obergurtes trägt eine Last von 3000 kg; man soll die 
Stabspannungen berechnen. 

Lösung. Die Spannungen der nicht zur Grundfigur gehören- 
den Stäbe können sofort mit Hilfe des Kräfteplanes in Abb. 115^ 
gefunden werden. Wegen der symmetrischen Belastung genügte 
es, ihn nur für die linke Trägerhälfte bis zur Grundfigur hin fort- 
zuführen; andernfalls müßte auch für die rechte Trägerhälfte der 
Kräfteplan in derselben Weise vom rechten Auflagerpunkte aus be- 
ginnend konstruiert werden. 

Die Grundfigur ist in Abb. 115® in doppelter Größe heraus- 
gezeichnet. An ihren Knotenpunkten sind vor allem die äußeren 
Kräfte, also sowohl die Lasten von je 3000 kg, als die bereits 
aus Abb. 115^ bekannten Spannungen der weggeschnittenen Stäbe 
anzubringen. Am links oben gelegenen Knotenpunkte ist nur der 
Druckstab 12 weggeschnitten. Dessen Spannung wurde im Kräfte- 
plane Abb. 115^ mit der Last von 3000 kg zu einer Resultieren- 
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den $ zusammengesetzt, die durch eine punktierte Linie angegeben 
ist. Für die Grundfigur kommt dann an diesem Knotenpunkte 
nur noch die Resultierende $ als äußere Kraft in Frage. Aus $ 
folgt sofort auch ^' an dem symmetrisch gelegenen Knotenpunkte 
der rechten Seite. 

Ebenso sind auch im Kräfteplane die Spannungen der von 
dem links unten liegenden Knotenpunkte weggeschnittenen 
Stäbe 6 und 7 zu einer Resultierenden O vereinigt, die als 
äußere Kraft an der Grundfigur eingetragen ist. Ihr entspricht 
zugleich die symmetrisch dazu liegende Kraft C! auf der rechten 
Seite. 

Vom unteren, mittleren Knotenpunkte gingen vorher noch die 
Stäbe 11 und 11' aus (wenn die Stäbe der rechten Hälfte auf 
diese Weise bezeichnet werden). Auch ihre Spannungen sind im 
Kräfteplane zu einer Resultierenden vereinigt, die keine besondere 
Benennung erhalten hat. — Am oberen Knotenpunkte der Mitte 
greift nur die Last von 3000 kg an. 

Nach diesen Vorbereitungen muß man sich für die Methode 
entscheiden, die man zur Berechnung der Stabspannungen in der 
Grundfigur anwenden will. Am einfachsten gestaltet sich hier die 
Berechnung mit Benutzung der imaginären Gelenke. Darum sind 
auch in Abb. 115° die drei Sechseckdiagonalen mit den schon 
früher bei Besprechung dieses Verfahrens benutzten Buchstaben 
a, h, c bezeichnet, während sie in Abb. 115* die Nummern 13, 15 
und 15' trugen. 

Die imaginären Gelenke ah und ac sind in der Abbildung 
angegeben; das Gelenk bc fällt dagegen im vorliegenden Falle ins 
unendliche, da die Verbindungsstäbe 9 und 9' von h und c parallel 
zueinander sind. Dies stört nicht, sondern vereinfacht im Gegen- 
teile die Betrachtung. 

Wir müssen ferner die an den Endpunkten der Stäbe a, h, c 
angreifenden äußeren Kräfte zu den Resultierenden S(, 93, S zu- 
sammenfassen. An den Endpunkten von a greifen zwei senkrecht 
gerichtete Kräfte an, deren Summe die in Abb. 115^ angegebene 
Resultierende Sl liefert. An den Endpunkten von h wirken die 
Kräfte $ und D', deren geometrische Summe S3 in Abb. 115^ ge- 
bildet ist. Die Richtungslinie von 8 ist in Abb. 115*^ durch den 
Schnittpunkt von ?ß und £j zu ziehen. Der Symmetrie wegen 
hat man hiermit sofort auch die Resultierende 6) an c. 

Nun ist ein Dreieck zu zeichnen, dessen Seiten durch die 
Gelenke ah^ ac und hc gehen und dessen Ecken auf !(, 93, Q) 
liegen. Das Dreieck muß femer symmetrisch sein und die durch 
hc geführte Seite muß daher die unendlich ferne Gerade der Ebene 
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sein. Die beiden andern Dreieckseiten sind daher die durch die 
Gelenke ah und ac zu 99 und S gezogenen Parallelen. 

Anstatt dessen kann man aber auch eine andere Überlegung 
benutzen, die vielleicht anschaulicher ist. Man betrachte etwa den 
Stab h. Die Spannungen der Stäbe 9 und 9', die von seinen 
Endpunkten ausgehen, sind gleich groß und von gleichem Vor- 
zeichen. Die Pfeile sind aber an diesen Endpunkten von entgegen- 
gesetzter Eichtung, weil bei 9 der obere, bei 9' der untere Knoten- 
punkt in Frage kommt. Die von 9 und 9' auf b übertragenen 
Kräfte bilden daher ein Kräftepaar. Hiemach müssen auch die 
sonst noch auf & wirkenden Kräfte, nämlich 83 und der Gelenk- 
druck in ah ein Ejräftepaar von entgegengesetztem Momente bilden, 
damit Stab h im Gleichgewichte sein kann. Auch hiermit ist be- 
wiesen, daß der Gelenkdruck ah parallel zu 83 geht imd gleich 
groß damit ist. 

Nachdem man die Größe und Eichtung des Gelenkdruckes ah 
kennt, findet man durch die in Abb. 115^ vorgenommene Zerlegung 
nach den Eichtungen von 14 und 10 sofort auch die Spannungen 
in diesen Yerbindungsstäben von h mit a. Auch die übrigen Stab- 
spannungen in der Grundfigur können, nachdem zwei schon bekannt 
sind, durch Anreihung von weiteren Kraftecken an Abb. 115^ so- 
fort ermittelt werden. Da dies ganz einfach ist, wurden die Linien 
in der Abbildung weggelassen. — Die gedrückten Stäbe sind in 
der von früher her bekannten Weise kenntlich gemacht. 

35. Aufgahe. Bas in Ahh. 116** gezeichnete Traggerüst trägt 
die Last P von 10000 "kg. Man soll die davon hervorgerufenen 
Stahspanntmgen ermitteln, 

Lösung. Man berechnet zunächst die Auflagerkräfte bei Ä 
und B^ am einfachsten nach dem Momentensatze. Dann streicht 
man, falls das Hennebergsche Verfahren angewendet werden soll, 
etwa den Stab 5 weg und setzt dafür den durch eine gestrichelte 
Linie angegebenen Stab e ein. Für das so erhaltene einfache 
Fachwerk kann der Kräfteplan in Abb. 116^, von dem Auf- 
lagerpunkte bei B beginnend, ohne weiteres gezeichnet werden. 
Man fiihrt die Zeichnung aber nur so weit durch, bis man aus 
dem Kraftecke 6, 4, 8^ e die Spannung des Ersatzstabes e ge- 
funden hat. 

Hierauf wurde eine Zugspannung von 1000 kg im Stabe 5 
als Belastung des einfachen Fachwerkes angenommen. Die Auf- 
lagerkräfte A und B sind für diesen Belastungsfall gleich Null. 
Der Kräfteplan in Abb. 116^ kann daftlr genau wie der vorige 
gezeichnet werden; man bricht ihn ebenfalls ab, sobald man bis 
zur Stabspannung e gelangt ist. 
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Aus Abb. 116^ findet man die Spannung T« des Stabes e zu 
+ 4120 kg und aus Abb. 116° w«= + 0,366, woraus nach Gl. (36), 
S. 193 die Spannung X des beseitigten Stabes 5 

^m 4120 

X ^ = -^;35^-11300 kg Druck 

folgt. — Nachdem die Spannung des Stabes 5 bekannt ist, kann 
man zur Konstruktion des Exäfteplanes schreiten, der die in dem 
gegebenen Trager wirklich auftretenden Spannungen vereinigt. Dies 
ist in Abb. 116^ geschehen. Man beginnt mit dem Eraftecke für 
den Auflagerpunkt J?, indem man zuerst die bekannten Kräfte B 
und 5 aneinander reiht und Parallelen zu den Stabrichtnngen 1 
und 4 zieht. Dann folgen die Kraftecke ^,1, 2, 3 und 3, 6, 7. 
Bei dem dann folgenden Dreiecke 6, 4, 8 hat man noch eine 
Probe für die Richtigkeit der vorausgegangenen Bestimmung der 
Stabspannung 5. Von den drei Kräften sind nämlich 4 und 6 
bereits bekannt und die dritte Seite des Dreieckes muß daher von 
selbst in die Eichtung des Stabes 8 fallen. Nachher fehlen nur 
noch die Stabspannungen in der durch das obere Dreiecksfachwerk 
gebildeten Scheibe. Man zeichnet zuerst das Kräftedreieck P, 9, 10, 
dann das Viereck 10, 2, 11, 12 usf. Die bereits ermittelten Stab- 
spannungen 2, 7, 8, 5 sind nämlich neben P als die an der Scheibe 
angreifenden Lasten aufzufassen und der reziproke Kräfteplan kann 
daher leicht in gewöhnlicher Weise bis zum andern Ende hin 
fortgesetzt werden. Die nach links und rechts hin an der oberen 
Scheibe noch übergreifenden Stäbe, die keine Nummern erhielten, 
sind bei der gegebenen Laststellung spannungslos. — Die Stab- 
spannungen 16 und 20, sowie 14, 18 und 22 überdecken sich im 
Kräfteplane teilweise, worauf beim Abgreife« der Strecken wohl 
zu achten ist. 

Anmerkung. Man hätte die Aufgabe auch mit Hilfe der 
imaginären Gelenke lösen können. Die obere Scheibe und die 
Stäbe 3 und 4 hängen nämlich paarweise untereinander durch 
imaginäre Gelenke zusammen, die durch die Schnittpunkte der 
Stabrichtungen 2 und 7, femer 5 und 8, sowie 1 und 6 gebildet 
werden. * Man hätte dann ein Gelenkdruckdreieck zu zeichnen, 
dessen Seiten durch diese Gelenkpunkte gehen und dessen Ecken 
auf den Richtungen der äußeren ICräfte P, A und B liegen. Diese 
Überlegung gestattet zugleich den Ausnahmefall zu erkennen, der 
bei der Anordnung des Stabgerüstes vermieden werden muß. Die 
drei Gelenke dürfen nämlich nicht auf einer Geraden liegen, d. h. 
die Verbindungslinie der Schnittpunkte von 2 und 7 und von 5 
und 8 darf nicht parallel zu den Stabrichtungen 1 und 6 gehen. 
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— In dieser Hinsicht gleicht übrigens, wie man leicht bemerkt, 
der hier besprochene Fall vollständig dem schon in Aufgabe 31 
untersuchten. 

36, Aufgabe. Der in Abb, 117 gezeichnete statisch bestimmte 
Träger mit einem, Mittelgelenke und vier Stützen nimmt an dem nach 
links hin vorkragenden Ende eine Last P von 1000 kg auf. Man 
soll die Stäbspanmmgen ermitteln, 

Lösung, Obschon natürlich auch das Hennebergsche Ver- 
fahren angewendet werden kann, wollen wir uns des Verfahrens 
der imaginären Gelenke bedienen, da es hier schneller zum Ziele 
führt. Die vom Mittelgelenk Ä aus nach rechts hin liegende 
Scheibe hängt einerseits durch Ä mit der linken Scheibe und außer- 
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dem durch das aus den Stäben 3 und 4 gebildete imaginäre Ge- 
lenk B mit der festen Erde zusammen. Zum Gleichgewichte der 
rechten Scheibe, die keine Last aufzimehmen hat, gehört, daß die 
beiden Gelenkdrücke in B und A in eine Gerade fallen, also in 
die Verbindungslinie BA. Betrachtet man hierauf das Gleich- 
gewicht der linken Scheibe, so wirken daran drei äußere Kräfte^ 
nämlich die Last P, der in die Eichtung BA fallende Gelenkdruck 
im Mittelgelenk und der durch das imagioäre Gelenk 0, das aus 
den Stäben 1 und 2 gebildet wird, übertragene Auflagerdruck. 
Die Eichtungslinien der drei Kräfte müssen sich in einem Punkte 
schneiden; verlängert man daher die Linie BA^ bis sie die Eich- 
tungslinie von P schneidet, so muß durch diesen Schnittpunkt auch 
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der durch G übertragene Auflagerdruck geben. Sind die Bich- 
tungslinien auf diese Weise ermittelt^ so folgen die Größen der 
Kräfte aus einem Eräftedreieck. 

Da der Scbniti^unkt von BA mit P zu weit wegfiel, wurde 
in der Abbildung die Zerlegung von P nach den Bichtungslinien 
der Qelenkdrücke mit Hilfe eines Seilpolygons vorgenommen. Zu 
diesem Zwecke zeichnet man irgendein Dreieck Z, m, n^ so daß eine 
Ecke auf C fällt und die andern Ecken auf der Eichtungslinie 
von P und auf AB irgendwo liegen. Dieses Dreieck sieht man 
als ein zwischen den drei Kräften bestehendes geschlossenes Seileck 
an und zeichnet dazu den Kräfteplan in Abb. 118. Der Gelenk- 
drack bei A wird durch die zwischen n und m liegende, zu AB 
parallel gezogene Strecke angegeben; der Gelenkdruck bei C durch 




Abb. 118. 



die in der Abbildung nicht ausgezogene Verbindungslinie der End- 
punkte von l und m. Der erste Gelenkdmck ist sofort nach den 
Bichtungen 3 und 4 sowie auch nach 14 und 15 und nach 16 
und 17 zu zerlegen; der Gelenkdruck bei C nach den Bichtungen 
von 1 und 2. 

Das Polygon P, 1, 2, 3, 4 bildet nun das Polygon der an 
dem oberen Binder angreifenden äußeren Kräfte, an das der reziproke 
Kräfteplan in gewohnter Weise weiter angeschlossen werden kann. 
Hierbei ergibt sich, daß die Stäbe 9 und 11 spannungslos sind. 
Die Vorzeichen der übrigen Stabspannungen sind durch Schatten - 
striche kenntlich gemacht. 

37. Aufgabe. Der in *Abb. 110 gezeichnete Fachwerkträger 
stützt sich redits auf ein Rollenlager, links auf die "beiden Stangen 
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1 wnd 2^ die zusammen einem imaginären Gelenke gleichwertig 
sind. Die Knotenpwikte des Ohergurtes tragen Lasten P von je 
1000 hg. Man soll zuerst den Auflagerdruck B am rechten Auf- 
lager u/nd die Spannungen in den Stangen 1 u/nd 2 berechnen und 
hierauf einen reziproken Kräfteplan für den Träger zeichnen. 

Lösung, Als äußere Kräfte wirken an dem Träger die fiinf 
Lasten P, der Auflagerdruck B am rechten Ende und der dnrch 

A 




Abb. 119. 

das imaginäre Gelenk gehende, durch die Stangen 1 und 2 ver- 
mittelte Auflagerdruck A. Dieser muß, damit die geometrische 

Summe aller äußeren Kräfte 
verschwindet, ebenfalls senk- 
recht gerichtet sein. Den 
Auflagerdruck B findet man 
aus einer für den Punkt 
aufgestellten Momentenglei- 
chung. In dieser heben sich 
die Momente von vier der 
fünf Lasten P gegeneinander 
weg, da zwei von ihnen im 
negativen, die beiden folgen- 
den im positiven Sinne drehen 
und die Hebelarme nach 
links und rechts gleich sind. 
Es bleibt daher das Moment 
der letzten Kraft P nach rechts hin übrig, das dem Momente von 
B gleich sein muß. Daraus folgt 




14 h 



Abb. 120. 
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5 = i^ = 833kg. 

Hiernach ist A =» 5000 — 883 == 4167 kg. Aus dem mit starken 
Strichen in Abb. 120 angegebenen Eräftedreiecke findet man die 
Spannungen in den Anflagerstftben 1 und 2 zu + 5800 und 
- 9200 kg. Die Zeichnung des sich an dieses Dreieck anschließen- 
den reziproken Exafteplans kann nach den gewöhnlichen Begeln 
erfolgen und bedarf keiner weiteren Erläuterung. Die auf Druck 
beanspruchten Stäbe sind in der Binderfigur, wie üblich; durch bei- 
gesetzte Schattenstriche gekennzeichnet. 
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Fünfter Abschnitt. 

Das Fachwerk im Ranme. 

§ 42. Notwendige Stäbe und Auflagerbedingungen. 

Im vorigen Abschnitte handelte es sich nur um den Wider- 
stand, den ein ebener Stabverband gegen Formänderungen 
innerhalb seiner eigenen Ebene zu leisten vermag und um die 
Spannungen, die in den Stäben durch Lasten hervorgerufen 
werden, die selbst alle in der Konstruktionsebene enthalten 
sind. Gegen Formänderungen, bei denen die Knotenpunkte 
aus der Konstruktionsebene heraustreten, sind jedoch die ebenen 
Fachwerke an sich ganz widerstandslos oder sie vermögen 
wenigstens einen gewissen, geringen Widerstand gegen solche 
Formänderungen nur insoweit zu leisten, als der Biegungs- 
widerstand der Stäbe und die Steifigkeit der Knotenpunkte 
dazu führen. Daher sind auch die Lehren des vorigen Ab- 
schnittes für die Beurteilung der Steifigkeit eines Stabverbandes 
nur unter der ausdrücklichen Voraussetzung anwendbar, daß 
auf irgendeine Art ausreichende Fürsorge dafür getroffen ist, 
daß die Knotenpunkte nicht aus der Konstruktionsebene heraus- 
treten können. 

Hieraus erhellt, daß die Theorie des Fachwerkes erst da- 
durch zu einer allgemeineren Fassung gelangen kann, die allen 
bei ihrer praktischen Anwendung auftretenden Bedingungen 
gerecht wird, daß man die Fachwerke als Gebilde des dreifach 
ausgedehnten Baumes auffaßt. Dies hindert nicht, daß man, 
wie es auch hier geschehen ist, zuerst die einfacheren Betrach- 
tungen über das ebene Fachwerk erledigt und sich erst nachher 
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in die verwiokelteren Bedingungen vertieft, die sich im dreifach 
ausgedehnten Baume oder kürzer im „Baume'' geltend machen. 

Wir haben hier vor allem wieder die Frage zu beantworten, 
wieviel Stäbe erforderlich sind, um n Knotenpunkte, die jeden- 
falls nicht alle in derselben Ebene liegen dürfen, zu einer räum- 
lichen Figur von unveränderlicher Gestalt zu verbinden. Dabei 
sind wieder verschiedene Bildungsgesetze möglich, entsprechend 
jenen, die wir schon beim ebenen Fachwerke kennen lernten. Wir 
gehen aber wie dort zimächst von der einfachsten Art des Auf- 
baues oder wenigstens von jener aus, die sich bei der ersten 
Betrachtung als die einfachste darbietet. 

Zunächst verbinden wir wieder drei der Knotenpunkte durch 
drei Stäbe zu einem Dreiecke, denn das Dreieck ist bei unver- 
änderlichen Seitenlängen auch im dreifach ausgedehnten Baume 
keiner Gestaltänderung fähig. Ein vierter Knotenpunkt, der 
mit den vorigen nicht in derselben Ebene liegen darf, kann 
hierauf durch drei Stäbe mit diesen steif verbunden werden. 
Hierbei entsteht ein Tetraeder, dessen Gestalt ebenfalls unver- 
änderlich ist, solange sich die Stablängen nicht ändern. Der 
Ausnahmefall kann hier nur eintreten, wenn die vier Ecken in 
eine Ebene fallen, das Tetraeder selbst also als solches ver- 
schwindet und einer in der Ebene geometrisch überbestimmten, 
im Baume aber unendlich wenig verschieblichen, ebenen Figur 
Platz macht. Diesen Fall hatten wir aber schon ausgeschlossen. 

Auch jeder folgende Knotenpunkt kann an die vorigen 
durch drei Stäbe unverschieblich angeschlossen werden, wenn 
nur darauf geachtet wird, daß die drei Anschlußstäbe niemals 
in einer Ebene liegen dürfen. Dies folgt sowohl aus der geo- 
metrischen Betrachtung, wie aus der statischen Bedingung, daß 
die Spannungen in den Anschlußstäben ausreichen müssen, um 
gegen jede Last, die an dem angeschlossenen Knotenpunkte 
angreifen mag, das Gleichgewicht zu sichern. 

Für jeden anzuschließenden Knotenpunkt müssen wir hier- 
nach drei Stäbe aufwenden und nur im Anfange genügten zur 
Verbindung der drei Ausgangsknotenpunkte drei Stäbe. Hier- 
nach ist die Zahl m der notwendigen Stäbe 

16* 
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w = 3n - 6. (54) 

Natürlich können auch hier wieder nachträglich überzählige 
Stäbe zwischen die bereits steif miteinander verbundenen 
Knotenpunkte eingeschoben werden, wodurch das räumliche 
Pachwerk in ein geometrisch überbestimmtes und zugleich 
statisch unbestimmtes übergeht. Die hierüber bereits beim 
ebenen Fachwerke durchgeführten Betrachtungen bleiben auch 
hier gültig und brauchen nicht nochmals wiederholt zu werden. 
In diesem Abschnitte soll übrigens nur von den geometrisch und 
statisch bestimmten räumlichen Pachwerken die Eede sein. 
.Perner kann man auch beim räumlichen Pachwerke von den 
nach dem soeben besprochenen Plane aufgebauten zu Pach- 
werken von abweichender Gliederung durch das schon früher 
angewendete Mittel der Stabvertauschung übergehen. Beseitigt 
man nämlich einen Stab, so erhält man einen zwangläufigen 
Mechanismus und der damit gegebene Preiheitsgrad kann wieder 
beseitigt, die Steifigkeit also wieder hergestellt werden, indem 
man irgend zwei Knotenpunkte, die bei einer Bewegung des 
Mechanismus ihren Abstand ändern müßten, durch einen neuen 
Stab miteinander verbindet. 

Die Zahl der durchschnittlich Von einem Knotenpunkte 
ausgehenden Stäbe folgt aus Gl. (54) zu 

— oder 6 

n n » 

sie bleibt also stets kleiner als sechs. Bei den gewöhnlich vor- 
kommenden Pachwerkformen, die eine große Zahl von Knoten- 
punkten enthalten, gehen von den meisten Knotenpunkten je 
sechs Stäbe aus, während bei einigen Knotenpunkten die Zahl 
geringer ist. Jedenfalls müssen bei einem statisch bestimmten 
räumlichen Pachwerke Knotenpunkte vorkommen, von denen 
höchstens fünf Stäbe ausgehen. Andererseits dürfen von keinem 
Knotenpunkte weniger als drei Stäbe ausgehen und außerdem 
dürfen die von einem Knotenpunkte ausgehenden Stäbe nie- 
mals alle in derselben Ebene enthalten sein. 

Wie beim ebenen Pachwerke die Scheibe, kann man hier 
den starren Körper als Pachwerkelement mit einführen. Man 



§ 42. Notwendige Stäbe and Anflageibedingang||;i. 245 

kann sich darunter selbst wieder ein in sich steif verbundenes 
räumliches Fachwerk oder auch einen zusanmienhängenden 
Körper vorstellen. Namentlich die ganze feste Erde kann als 
Fachwerkbestandteil aufgefaßt werden und man gewinnt damit 
auf einfachste Weise den Übergang von den nicht festgehal- 
tenen, sondern nur in sich unverschieblichen Fachwerken zu 
zahlreichen Fachwerkträgern, nämlich zu allen, bei denen keine 
verschieblichen Auflager vorkommen. 

Hat ein räumliches Fachwerk einen starren Körper und 
n freie (d. h. nicht zu jenem gehörige) Knotenpunkte, so beträgt 
die Zahl der notwendigen Stäbe 

m = 3n, (55) 

denn jeder freie Knotenpunkt wird durch je drei Stäbe unver- 
schieblich angeschlossen. Dabei ist es aber nicht nötig, daß 
auch wirklich von jedem Knotenpunkte drei Stäbe unmittelbar 
zum starren Körper geführt sind. Man kann, nachdem schon 
ein Knotenpunkt angeschlossen ist, einen der Verbindungsstäbe 
zum zweiten Knotenpunkte auch von jenem aus führen und 
später braucht man überhaupt keine Stäbe mehr immittelbar 
vom starren Körper ausgehen zu lassen. Außerdem kann man 
nachträglich auch noch Stabvertauschungen vornehmen. Es 
kommt also im wesentUchen nur auf die Zahl der Verbindungs- 
stäbe an, obschon natürlich Mißgriffe in der Verteilung der 
Stäbe, wie sie schon beim ebenen Fachwerke besprochen wurden, 
oder Ausnahmefälle, die nicht durch die Gliederung im all- 
gemeinen, sondern dadurch bedingt sind, daß ein Stab im 
Maximum oder Minimum seiner Länge steht, hierbei vermieden 
sein müssen. 

Enthält das Eachwerk mehr als einen, also etwa r starre 
Körper, so kann man sich zunächst zwei derselben verbanden 
denken. Hierzu braucht man sechs Stäbe. Dies gebt einerseits 
daraus hervor, daß ein starrer Körper gegen den andern sechs 
Freiheitsgrade hat, so daß sechs Fesseln nötig sind, von denen 
jede einen Ereiheitsgrad aufhebt, und andererseits auch daraus, 
daß jede an dem einen Körper auftretende Last nach sechs 
Kichtungslinien eindeutig zerlegt werden kann. Natürlich müssen 
dabei die schon im dritten Abschnitte besprochenen Ausnahme- 
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fälle vermieden werden: es darf sieb also keine Gerade ziehen 
lassen y die alle sechs Stabrichtongen schneidet und namentlich 
dürfen nicht mehr als drei Stabrichtungen durch denselben Punkt 
gehen und nicht mehr als drei dürfen in derselben Ebene ent- 
halten sein. 

Auch jeder folgende starre Körper kann durch sechs Stäbe 
an die vorigen und jeder freie Knotenpunkt durch drei Stäbe an- 
geschlossen werden. Im ganzen beträgt daher die Stabzahl in 
diesem allgemeinen Falle 

tn = 3n + 6(r — 1) == 3n - 6 + 6r, (56) 

womit auch Gleichung (54) für r » mit umfaßt wird. Auch hier 
ist es natürlich nicht nötig, daß die Stäbe genau so verteilt sind, 
wie wir jetzt annehmen; man kann vielmehr nachträglich noch 
Stabvertauschungen vornehmen. Jedenfalls dürfen aber von keinem 
starren Körper weniger als sechs und von keinem freien Knoten- 
punkte weniger als drei Stäbe ausgehen. 

In Verbindung hiermit soll sofort auch die Frage der A u f - 
lagerbedingungen erledigt werden. Nötigt man einen 
Knotenpunkt, auf einer bestimmten Fläche zu bleiben, die 
man sich «für eine unendlich kleine Verschiebung auch durch 
ihre Berührungsebene ersetzt denken kann, so schreibt man 
ihm eine Auflagerbedingung vor. Von den sechs Freiheitsgraden 
des starren Körpers wird nämlich dadurch, wenn sonst keine 
Bewegungsbeschränkung vorliegt, nur einer vernichtet. Wird 
der Knotenpunkt genötigt, auf einer Linie zu bleiben, so ent- 
spricht dies zwei Auf lagerbedingungen und der Körper hat, wenn 
kein anderes Hindernis vorliegt, noch vier Freiheitsgrade. 
Wählt man nämlich den Auflagerknotenpunkt als Anfangspunkt 
für die Beschreibung der Bewegung, so müssen von den sechs 
Komponenten der Vektoren öq und u, durch die der Geschwindig- 
keitszustand gekennzeichnet wird, zwei Komponenten von % 
verschwinden, da % nur in die Richtung der Auflagerbahn 
fallen kann. — Einem vollständig festgehaltenen Knotenpunkte 
sind drei Auflagerbedingungen vorgeschrieben. 

Die Zahl der Auflagerbedingungen, die man einem starren 
Körper im ganzen vorschreiben muß, um ihn festzuhalten, 
beträgt sechs, nämUch soviel als die Zahl der Freiheitsgrade, 
die aufzuheben sind. Die sechs Auflagerbedingungen müssen 
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sich auf mindestens drei Knotenpunkte verteilen. Wollte man 
zwei Knotenpunkte vollständig festhalten, so würde dies nur 
fünf voneinander unabhängigen Auflagerbedingungen ent- 
sprechen. Denkt man sich nämlich einen Knotenpunkt festge- 
halten und den andern längs irgendeiner Linie beweglich, so 
kann sich dieser schon nicht mehr bewegen, da er wegen des Zu- 
sammenhanges im starren Körper seinen Abstand von dem 
festgehaltenen Punkte nicht zu ändern vermag. 

Man kann also etwa einem Knotenpunkte eine, einem 
zweiten zwei und einem dritten drei Auflagerbedingungen vor- 
schreiben. Oder man kann auch die sechs Auflägerbedingungen 
auf sechs Knotenpunkte verteilen, von denen dann jeder auf 
einer Fläche gelagert ist, längs deren er sich, wenn sonst kein 
Hindernis vorläge, "frei zu verschieben vermöchte. Außerdem 
vermag man auch, wie schon bei den ebenen Trägem, eine 
größere Zahl von Auflagerbedingungen einzuführen, ohne den Trä- 
ger dadurch statisch unbestimmt zu machen, falls man dafür eine 
entsprechende Zahl von Stäben aus dem Verbände herausnimmt. 

Bezeichnet man die Zahl der Auflagerbedingungen mit p, 
so erhält man an Stelle von Gl. (54) 

m = 3n — p, (57) 

denn um ebensoviel als p größer wird als 6, ist m zu vermindern, 
damit der Träger nicht statisch unbestimmt wird. 

Die A uf 1 a ge r b e d i n gu ngen vermag man 
übrigensstets auch durch Stäbe von hinrei- 
chender Länge zu erfüllen, die von der 
festen Erde nach den A uf 1 a g e r kno t en- 
punktengeführtsind. Ist ein Knotenpunkt nur durch 
einen Stab mit der festen Erde verbunden, so wird er dadurch 
genötigt, auf einer Kugelfläche zu bleiben, deren Halbmesser 
gleich der Länge des Stabes ist. Zwei Stäbe führen den Knoten- 
punkt auf einer Linie ; er muß nämlich auf dem Kreise bleiben, 
in dem sich die den beiden Stäben zugehörigen Kugelflächen 
schneiden. Drei Stäbe halten den Knotenpunkt vollständig fest. 
Jeder Stab entspricht daher einer Auflagerbedingung. 
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Infolgedessen vermag man auch die 
nähere Untersuchung der A uf lagerb e din - 
gungen ganz zu umgehen, indemman sie sich 
alle durch Stäbe ersetzt denkt; abgesehen von 
den festgehaltenen Knotenponkten, die naan onmittelbar als 
Funkte der festen Erde betrachtet. Man kann dann jeden räum- 
lichen Fachwerkträger auch als ein Faohwerk auffassen, das 
die Erde als starren Körper enthält und in dem nur Verhindungs- 
stäbe, sonst aber keine Bewegungsfesseln, die als Auflagerbe- 
dingongen zu bezeichnen wären, vorkommen. 

Schließlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß man 
bei der Theorie des ebenen Fachwerkes jedem Knotenpunkte im 
Grunde genommen eine Äuflagerbedingnng vorschreibt, von der 
dort freilich gar keine Rede ist. Man seizi nämlich voraus, daß 
die Knotenpunkte ^nötigt seien, in der Eonstniktionsebene zu 
bleiben und dies entspricht in der Tat, sobald wir den Stabverband 
als ein rElumhches System auffassen, einer Auflagerbedingung. 
Diese n Auf lagerbe dingimgen bewirken einerseits, daß die Figur 
auch im Räume ibre Gestalt nicht ändern kann und sie fahren 
andererseits zugleich eine Beschränkung in der Bewegungsfreiheit 
des unveränderlichen Stabgebildes herbei. Es kann sich nachher 
nur noch in der gemeinsamen Auflagerebene bewegen, hat also nur 
noch drei Freiheitsgrade. Berücksichtigt man dies, so gehen die 
Formeln fOr die notwendige Stabzahl beim r&umlichen Fachwerke 
ohne weiteres in die beim ebenen Fachwerke über. 

§ 43. Das Fleohtwerk. 
Die Formen, in denen das räumliche Faohwerk, namentUch 
bei einer größeren Zahl von Knotenpunkten, aufzutreten ver- 
mag, sind überaus mannigfaltig. Unter ihnen zeichnet sich 
aber eine bestimmte Art des Aufbaues ihrer einfachen Gesetz- 
mäßigkeit wegen besonders aus. Auch für die Anwendungen 
sind Fachwerke von der Gliederung, die ich hier meine, von 
besonderer Wichtigkeit und es rechtfertigt sieh daher, eine be- 
ere Bezeichnung für sie einzuführen: ich nenne sie Pleoht- 

Ein Fleohtwerk ist ein räumliches Fach- 
rk, dessen Knotenpunkte und Stäbe 
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sämtlich auf einem Mantel enthalten sind, 
der einen einfach zusammenhängenden 
inneren Baum umschließt. 

Um zu erkennen, daß räumliche Fachwerke von dieser Art 
möglich sind, geht man von dem Satze aus, den Euler über die 
Zahl der Ecken, Kanten und Seitenflächen in einem Polyeder 
aufgestellt hat. Der Satz gilt nur für Polyeder mit einfach zu- 
sammenhängendem Innenraume und kann für diese durch eine 
einfache Überlegung bewiesen werden. 

Beginnt man nämlich beim Aufbaue des Polyeders zunächst 
mit einer Seitenfläche, so hat man damit schon eine Seitenfläche, 
eine Anzahl Kanten und ebensoviel Ecken des Polyeders. Setzt 
man eine neue Seitenfläche daran, so kommt eine neue Kante mehr 
dazu, als neue Ecken, weil diese zwischen jenen liegen. Dies gilt 
auch beim Ansetzen weiterer Seitenflächen und wir können sagen, 
daß die Zahl der neu hinzukommenden Kanten ebensogroß ist, 
als die Zahl der neu hinzukommenden Ecken, vermehrt um die Zahl 
der hinzukommenden Seitenflächen. Nur zuletzt, wenn der Mantel 
des Polyeders durch Einfügen der letzten Seitenfläche geschlossen 
wird, Intt weder eine neue Ecke, noch eine neue Kante, wohl 
aber eine neue Seitenfläche auf. Die Zahl der Ecken und Seiten- 
flächen bleibt also sonst immer gleich der Zahl der Kanten, mit 
Ausnahme des Anfanges und des Endes, wo jedesmal eine Seiten- 
fläche mehr auftritt, als zur Herstellung des Ausgleiches zwischen 
jenen Zahlen erforderlich wäre. Wird also die Zahl der Kanten 
mit nt, die Zahl der Ecken mit n, die Zahl der Seitenflächen 
mit f bezeichnet, so hat man 

m^n + f-^2 (68) 

und diese Gleichung spricht den Eulerschen Satz aus. 

Wir wollen den Satz auf den besonderen Fall anwenden, 

daß alle Seitenflächen Dreiecke sind. In diesem Falle besteht 

noch ein leicht nachweisbarer Zusammenhang zwischen m und /. 

Das Dreifache von / gibt nämlich die Zahl der Kanten an, die 

man erhält, wenn man in jedem Dreiecke die Kanten von neuem 

zählt. Hierbei vräd aber jede Kante, die immer eine Grenze 

zv^ischen zwei Dreiecken bildet, doppelt gezählt und die Anzahl 

der Polyederkanten beträgt daher gerade die Hälfte von 3/. 

Mit m = -^ oder / = ^geht aber Gl. (58) über in 
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— = w — 2 oder m = 3n — 6 

ö 

und damit ist, wie ein Vergleich mit Gl. (54) lehrt, nachgewiesen, 
daß die Zahl der Kanten in einem von lauter Dreiecken um- 
schlossenen Polyeder mit einfach zusammenhängendem Innen- 
raume gerade ausreicht, um bei unveränderlicher Länge die 
Ecken unverschieblich miteinander zu verbinden. Hiermit ist 
auch die Möglichkeit der Plechtweirke erkannt und zugleich nach- 
gewiesen, daß sie nicht nur stabile, sondern zugleich auch sta- 
tisch bestimmte Fachwerke bilden. Man muß sich nur vorbe- 
halten, daß Ausnahmefälle, die hier natürlich ebenso gut, wie 
beim ebenen Fachwerke vorkommen können, vermieden werden. 
Dann kann man sagen: 

Jedeaus Dreiecken zusammengesetzte 
Mantelfläche, die einen einfach zusammen- 
h ä ng enden Eaum vollständig umschließt, 
liefert im allgemeinen, wenn man die Kan- 
ten als Stäbe und die Ecken als Knoten- 
punkte auffaßt, ein stabiles und statisch 
bestimmtes Fachwerk, das man ein Flecht- 
werknennt. 

Hierbei ist nicht nötig, daß alle Dreiecke des Mantels in 
verschiedenen Ebenen liegen; nur dürfen nicht alle Dreiecke, 
die von einer Ecke ausgehen, in derselben Ebene liegen, weil 
dies sonst auch von den Stäben an dieser Ecke zuträfe und weil 
der Knotenpunkt gegen Verschiebungen senkrecht zu jener 
Ebene alsdann nicht genügend abgestützt wäre. — Ob im übrigen 
ein Ausnahmefall vorliegt oder nicht, entscheidet man am ein- 
fachsten dadurch, daß man die Stabspannungen berechnet. 
Bleiben diese für beliebige endUche Lasten stets endhch, so ist 
der Ausnahmefall vermieden. 

Flechtwerkmäntel vermag man selbst wieder von sehr ver- 
schiedenen Gestalten anzugeben und man erkennt daraus leicht 
den Formenreichtum im Gebiete des räumliches Fachwerkes. 
Von den regelmäßigen Polyedern sind z. B. das Tetraeder, das 
Oktaeder und das Ikosaeder ohne weiteres Flechtwerke; beim 
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Würfel und beim Dodekaeder muß man jede Ueitenfläohe durch 
Einschalten von Diagonalen in Dreiecke zerlegen, um Flecht- 
werke zu erhalten. 

Zieht man auf einer Kugel eine Anzahl von Meridianen 
und Farallelkreisen, wie bei der Gradeinteilung auf einem Erd- 
globus, betrachtet die Schnittpunkte als Knotenpunkte und die 
zu den Kreisbögen zwischen zwei aufeinander folgenden Knoten- 
punkten gehörigen Sehnen als Stäbe, so braucht man nur noch 
in jedes vierseitige Fach einen Diagonalstab einzuschieben, um 
zu einem Flechtwerke zu gelangen. Bei einem EllipBoide oder 
einer geschlossenen Fläche von ähnUcher Art führt dasselbe 
Verfahren, das leicht auch noch ein wenig abgeändert werden 
kann, falls man dabei niu: zu einem aus Dreiecken zusanunen- 
gesetzten Mantel gelangt, ebenfalls zum Ziele. 

Übrigens macht es auch nicht viel ans, weon man bei dem 
in der beschriebenen Weise erhaltenen Eugelflechtwerke di« 
St&be nicht geradlinig auafBhrt, sondern sie nach den Meridian- 
und P&rallelkreisen, denen sie folgen, krümmt. Denn auch ein 
Stab, der zwischen seinen beiden Knotenpunkten ein wenig gekrfimmt 
ist, vermag Entfemangsänderungen seiner Endpunkte zu verboten, 
ohne dabei wesentlich auf Biegung beansprucht zn werden, solange 
nur die kreisfSnnige Stabacbse sich von der zugehörigen Sehne 
nicht viel entfernt. Die Zahl der Knotenpunkte oder, was auf 
dasselbe hinsuskommt, die Zahl der Meridiane nnd ParallelkreiM, 
darf also in diesem Falle nicht zu klein gewählt sein. Anderer- 
seits soll freilich die Zahl der Knotenponkte auch nicht zn groB 
sein, weil sich sonst die von einem Knotenpunkte 
ausgebenden St&be zn wenig von der Tangential- 
ebene an die Engel abheben. Liegen die Stäbe 
nämlich nahezu in einer Ebene, so nahem wir 
uns dem Aun>abme&lle nnd wir erhalten fOr Einzel- 
lasten an einem solchen Knotenpunkte, die eine 
Komponente rechtwinklig zur Tangentialebene 
haben, große Stabspannungen. 

Ein anderer Fall wird durch das in Abb, 121 
vorgefahrte Zylinder- oder Tonnenflecht- 
w e r k gebildet. Wie vorher die Kugel, kann ***■ "■- 

man sieb auch einen Zvlindermantel durch eine Anzahl von 
Farallelkreisen und durch Zylindererz^ngende in vierseitige 
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Fächer zerlegt denken, die durch Einschalten von Diagonalen in 
Dreiecke geteilt werden können. Um einen geschlossenen 
Flechtwerkmantel zu erhalten, muß man aber dann auch noch 
die beiden Basispolygone durch Diagonalen in Dreiecke zerlegen. 

Da die Bögen, wenn man ursprüngUch von einem ZjHnder 
aasging, nachträglich durch die zugehörigen Sehnen ersetzt werden 
müssen, wenn man nur geradlinige Stäbe anwenden will, erscheint 
der Flechtwerkmantel schließlich in der Gestalt eines Prismas. 
Bemerkenswert ist dabei, daß man sich dieses Flechtwerk auch 
durch Aneinanderfügen von lauter ebenen Fachwerken entstanden 
denken kann. Die auf jeder Seitenfläche des Prismas liegenden 
Stäbe bilden nämlich fOr sich genommen ein ebenes Fachwerk mit 
parallelen Gurten. Dabei haben je zwei aufeinander folgende ebene 
Fachwerke die dazwischen liegende Gurtung gemeinsam. Von diesem 
Umstände kann man Gebrauch machen, um die Berechnung der 
Stabspannungen im Tonnenflechtwerke bei gegebenen Lasten auf 
die Berechnung der Stabspannungen in den ebenen Fachwerken 
zurückzuführen. 

SchUeßlich kann, um noch einen andern einfachen und 
wichtigen Fall hervorzuheben, das Prisma in Abb. 121 auch 
durch eine abgestumpfte Pyramide ersetzt werden, ohne daß 
sich sonst etwas änderte. Außerdem steht auch nichts im Wege, 
diese Pyramide bis zur Spitze hin durchzuführen. Das eine 
Basispolygon fällt dann fort und wird durch die Spitze ersetzt. 
Man gelangt so zu den bei neueren Kirchturmbauten oft zugrunde 
gelegten Pyramidenflechtwerken, die sich von 
den älteren Konstruktionen, wie alle Flechtwerke, durch den 
Umstand unterscheiden, daß der von dem Mantel umschlossene 
Innenraum von keinen Stäben durchsetzt wird. 

Um von einem Flechtwerke zu einem 
Fle ch t wer k t r ä ger zu gelangen, kann man 
zwei verschiedene Wege einschlagen. Zu- 
nächst kann man sechs voneinander unabhängige Auflagerbe- 
dingungen vorschreiben, durch die das Flechtwerk gegen die 
Erde festgehalten wird, wodurch es in einen Träger übergeht, 
der beliebige Lasten, die nun nicht mehr in derselben Ebene zu 
liegen brauchen, aufnehmen kann. Am einfachsten werden 
diese Auflagerbedingungen gewöhnUch durch Stäbe, die von 
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der Erde nach dem Flechtwerke geführt sind, ersetzt. Von 
früher her ist schon bekannt, welche Ausnahmefälle bei der An- 
ordnung dei; sechs Yerbindungsstäbe vermieden werden müssen, 
um eine steife Verbindung herzustellen. Ein Beispiel für einen 
in dieser Weise gewonnenen Flechtwerkträger wird in § 47 be- 
handelt werden. Zieht man mehr als sechs Verbindungsstäbe, 
so wird der Träger statisch unbestimmt; man kann aber dann, 
ebenso wie es schon in der Lehre vom ebenen Fachwerke be- 
sprochen wurde, durch Fortlassen einer entsprechenden An- 
zahl von Stäben des Flechtwerkes die statische Bestimmtheit 
auch wieder herstellen. 

Ein anderer Weg zur Gewinnung von Flechtwerkträgem 
wird durch die folgende Überlegung gewiesen. Man denke sich 
ein Flechtwerk durch einen beliebigen Schnitt in zwei Teile 
getrennt. Jeder Teil für sich ist dann nicht mehr steif, wenig- 
stens dann nicht, wenn der Schnitt, wie es gewöhnhch der Fall 
sein wird, mehr als sechs Stäbe trifft. Nimmt man aber den 
einen Teil und verbindet ihn durch die vom Schnitte getroffenen 
Stäbe mit der festen Erde, so erhält man auf jeden Fall einen 
unverschieblichen Stabverband. Denn schon der Zusammenhang 
mit dem für sich nicht steifen Beste, der bei der Führung des 
Schnittes wegfiel, reichte aus, um Gestaltänderungen auszu- 
schließen. Um so mehr muß also der Zusammenhang mit einem 
starren Körper denselben Erfolg herbeiführen. 

Zugleich macht uns diese Betrachtung freilich auch darauf 
aufmerksam, daß der Flechtwerkträger, den man auf solche Art 
erhält, geometrisch überbestimmt und darum zugleich auch 
statisch unbestimmt ist. Wenn man darin einen Mangel erblickt, 
so kann man ihm nachträglich wieder dadurch abhelfen, daß 
man noch eine entsprechende Anzahl von Stäben aus dem Flecht- 
werkverbande entfernt. 

§ 44 Die Sohwedleraohe Kuppel. 

Das älteste und bis auf den heutigen Tag wichtigste Bei- 
spiel für die praktische Ausführung eines folgerichtig aufge- 
bauten Flechtwerkträgers bildet die von Schwedler herrührende 
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Kuppelkonstruktion. Man gelangt zu ihr, indem man von 
einem Kugelfleohtwerke eine Haube abschneidet und sie mit der 
Erde durch die vom Schnitte getroffenen Stäbe verbindet. Ent- 
fernt man nachträgUch noch die Spitze mit den von ihr ausgehen- 
den Stäben, so daß die Tragkonstruktion in einem „Nabelringe" 
endet, so wird der Flechtwerkträger statisch bestimmt. Auf 
die besondere Gestalt des Meridians kommt es hierbei nicht an : 




Abb. 188. 

ebenso gut als nach der Kugel, kann man den Plechtwerkmantel 
auch nach irgendeiner andern Eotationsfläche gestalten. Der 
Meridian kann selbst geradlinig sein und das alsdann entstehende 
Kegeldach ist nur als ein besonderer Fall der Schwedlerschen 
Kuppel aufzufassen. 

Abb. 122 zeigt eine Schwedlersche Kuppel mit offenem 
Nabelringe in Aufriß und Grundriß. Daß sie die zur Herstellung 
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eines steifen Verbandes erforderliche Zahl von Stäben umfaßt, 
kann duroh Nachzählen leicht festgestellt werden. Man hat 
nämlich ebensoviel Eingstäbe, femer ebensoviel Sparrenstäbe 
(so sollen die längs der Meridiane verlaufenden genannt werden) 
und auch ebensoviel Diagonalstäbe, als freie Knotenpunkte vor- 
kommen, also die nach Gl. (55) erforderliche Zahl. Wird außer- 
dem noch ein Auflagerring 
ausgeführt, der die Auflager- 
punkte miteinander ver- 
bindet, wie es gewöhnlich 
geschieht, so wird dadurch 
an der statischen Bestimmt- 
heit der Kuppel nichts ge- 
ändert, denn die Stäbe des _^ . 

Abb. 123. 

Auflagerringes dienen nur 

zur Verbindung von Punkten der festen Erde, helfen also die 
von vornherein vorausgesetzte Starrheit des Widerlagers her- 
stellen, die ohne sie vielleicht nicht genügend gesichert wäre. 

Daß kein Ausnahmefall vorliegt, daß also die Knoten- 
punkte durch die Stäbe auch wirkUch steif miteinander und mit 
der Erde verbunden sind, wird sich daraus ergeben, daß jedem 
behebigen Lastensysteme durch endliche Werte der Stabspan- 
nungen entsprochen werden kann. 

Bei symmetrischer Belastung der Kuppel genügt es, die auf 
einer Kuppelseite liegenden Stabspannungen zu kennen, da die 
auf allen andern Seiten ebenso groß sind. Femer kann man 
Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte herstellen, ohne die 
Spannungen der Diagonalstäbe dabei in Anspruch zu nehmen. 
Da in einem statisch bestimmten Fachwerke nur ein einziges 
System von Stabspannungen möglich ist, das den Gleichgewichts- 
bedingungen genügt, folgt daraus, daß die Diagonalstäbe bei 
symmetrischer Belastung auch wirklich spannungslos sind. 

In Abb. 123 ist ein einzelner, aus vier Sparrenstäben mit 
den dazwischen liegenden Knotenpunkten bestehender Meridian 
einer Schwedlerschen Kuppel herausgezeichnet. Die Lasten P^ 
Pg usf • an den Knotenpunkten können und werden auch im all- 
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Jt^ ^* ^J^4 




Abb. 1S4. 



gemeinen voneinander verschieden sein; zur symmetrischen Be- 
lastung gehört nur, daß sie sich an allen andern Meridianen in 
der gleichen Weise wiederholen. An jedem Knotenpunkte greifen 
zwei Bingstäbe an, die gleiche Spannungen von gleichem Vor« 
zeichen haben und die man sich durch eine in der Meridianebene 
liegende Besultierende ersetzt denken kann. Die Besultierenden 
müssen zugleich in den Bingebenen Hegen, also horizontal ge- 

Jt* Jts jtA richtet sein. Sie wurden in der Ab* 

bildung mit i?^ R^ usf. bezeichnet 
und die Pfeile sind so eingetragen, 
wie sie bei Druckspannungen in 
den Bingstäben ausfallen. 

Zur Ermittelung der Besul- 
tierenden R und der Spannungen 
8-^ 82 usf. in den Sparrenstäben 
dient der Kräfteplan in Abb. 124. 
Man beginnt ihn mit dem Kräfte- 
dreiecke PiÄi/81 für den Knoten- 
punkt des Nabelringes, reiht daran das Kräfteviereck SiP^R^S^ 
für den Knotenpunkt des unteren Binges und fährt in dieser 
Weise fort. Die Sparrenstäbe sind sämtlich gedrückt und ihre 
Spannungen wachsen von oben nach unten. Auch die Besul- 
tierenden R entsprechen bei dem gewählten Beispiele überall 
Druckspannungen in den Bingstäben, die aber nach unten hin 
abnehmen. Es kann aber auch vorkommen, daß die Stabspan- 
nungen in den unteren Bingen Null werden oder in Zugspan- 
nungen übergehen, wenn die Gestalt des Meridians etwas anders 
gewählt wird, oder wenn die Lasten P nach unten hin nicht so 
schnell zunehmen, als hier vorausgesetzt wurde. Aus dem Kräfte- 
plane wird der Pfeil der R und hiermit das Vorzeichen der Bing- 
spannungen immer leicht zu erkennen sein. 

Die Seitenzahl des Grundrißpolygons, zu dem die Kuppel 
gehört, ist bis dahin ganz gleichgültig. Um aus den Besultieren- 
den R die Spannungen der Bingstäbe selbst zu finden, muß man 
aber die Seitenzahl keimen. Jedes R ist dann in der Bingebene 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, im Grundrisse nach den 
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Bichtungen der zugehörigen Bingstäbe zu zerlegen. Man kann 
die sich hierfür ergebenden Eräftedreiecke auch an die Strecken 
R in dem bereits gezeichneten Ejräfteplane unmittelbar an- 
reihen. 

Um ein Urteil darüber zu gewinnen, wie sich das Span- 

nungsbild bei unsymmetrischer Lastverteilung gestaltet, muß 

man vor allem untersuchen, welche Spannungen durch eine 

Einzellast, die an einem beliebigen Knotenpunkte angreift, 

hervorgerufen werden. 

Zu diesem Zwecke muß ich aber zunächst eine Bemerkung 
über die sogenannten Gegendiagonalen vorausgehen lassen. Zur 
Aussteifung genügt es, wie wir sahen, wenn in jedes vierseitige, 
aus Sparren- und Ringstaben gebildete Fach eine einzige Diagonale 
eingeschaltet wird, die das Fach in zwei Dreiecke zerlegt. Bei 
symmetrischer Belastung sind die Diagonalen spannungslos, bei 
nnsymümetrischer haben sie aber Spannungen aufzunehmen. Daraus 
folgt schon, daß sie bei manchen Belastungen gezogen^ bei andern — 
namentlich also bei jenen, die die vorigen zu symmetrischen Be^ 
lastungen ergänzen — gedrückt sein werden. Nun vermeidet man 
es gerne, solche Stäbe, die nur verhältnismäßig geringe Spannungen 
aufzunehmen haben, auf Druck in Anspruch zu nehmen, weil sie 
dann auf Zerknicken berechnet werden müßten und daher bei größerer 
Länge einen erheblichen Materialaufwand erforderten. Man kann 
dies dadurch umgehen, daß man jedes Fach mit zwei Diagonalstäben 
versieht, die nur auf Zug widerstandsfähig zu sein brauchen, so daß 
die Knickgefahr außer Betracht bleiben kann. 

Freilich erhält man damit streng genommen überzählige Stäbe 
und ein statisch unbestimmtes Fachwerk. Die statische Unbestimmt- 
beit ist aber hier von besonders einfacher Art und sie hindert nicht, 
daß die Berechnung im wesentlichen gerade so erledigt werden 
kann, wie für den statisch bestimmten Träger. Denkt man sich 
nämlich zunächst nur in einem einzigen Fache zwei Diagonalen 
angeordnet, so können dadurch die Spannungen aller außerhalb 
dieses Faches liegisnden Stäbe überhaupt nicht geändert werden, 
wie auch der Träger belastet sein möge. Man erkennt dies, wenn 
man sich den überzähligen Diagonalstab durchschnitten und die in 
ihm herrschende Spannung durch äußere Kräfte an den beiden 
Endknotenpunkten ersetzt denkt. Nach Durchschneidung der Dia- 
gonale wird der Träger wieder statisch bestimmt und die zu 
den beiden neu auftretenden Lasten gehörigen Stabspannungen 
verteilen sich nur auf die zu demselben Fache gehörenden Stäbe, 

FOppl: Qnpbiiohe Stotik. S.Aofl. 17 
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weil man hierdnrcli bereits Gleichgewicht an allen Knotenpunkten 
herstellen kann. Daraus folgt, daß es für alle übrigen Stäbe 
ganz gleichgültig ist, ob die zweite Diagonale vorhanden ist 
oder nicht und welche Spannung in ihr auftritt, wenn sie vor- 
handen ist. 

In Abb. 125* ist ein einzelnes Fach herausgezeiclinet. Die 
gestrichelt angegebene Linie 6 sei als die überzählige Diagonale 
angesehen. Herrscht in dieser eine beliebige Spannung, so findet 
man die Spannungen in den Stäben 1 bis 5, die zum statisch be- 
stimmten Träger gehören^ wenn 6 durch Lasten an den Endknoten- 
punkten ersetzt wird, aus dem Kräfteplane in Abb. 125^. Diese 
Spannungen stellen in der Tat Gleichgewicht an allen Knotenpunkten 
mit den Lasten 6 her, ohne daß die übrigen Stäbe des ganzen Trägers 
dabei in Mitleidenschaft gezogen würden. D^r Sjräfteplan ist zur 
Figur des einzelnen Faches rezipok und zugleich ihr auch ähnlich, 
wenn sich auch die einzelnen Seiten dabei nicht in der gleichen 





Weise entsprechen, wie sie sonst einander zugewiesen sind. Jeden- 
falls kann man aber hieraus leicht erkennen, wie groß die Spannungen 
in den fünf übrigen Stäben des Faches sind, die zu den Spannungen 
im statisch bestimmten Träger noch hinzutreten, wenn auch 6 in 
irgendeine Spannung gerät. 

Über die Größe der Spannung in 6 kann man zunächst nichts 
aussagen; sie hängt vor allem davon ab^ wie der Träger hergestellt 
wurde. Ist nämlich etwa die Diagonale 6, falls sie zuletiit ein- 
gesetzt wird, anfänglich ein wenig kürzer als die Entfernung der 
Knotenpunkte, so müssen diese gewaltsam ein wenig zusammen- 
gerückt werden, um die Diagonale zwischen ihnen befestigen zu 
können. Die Diagonale 6 gerät dann in Zugspannung und auch 
in den übrigen Stäben des Faches treten Montierungsspannungen 
auf; die dem Spannungsbilde in Abb. 125^ entsprechen. Über diese 
MontierungsspauDungen vermag die Theorie natürlich nichts aus- 
zusagen, solange über den Hergang bei der Montierung nichts 
bekannt ist» 

Nimmt man an, daß die Montierungsspannungen durch genaues 
Einpassen vermieden sind und daß beide Diagonalen nur gegen 
Zug widerstandsfähig sind, so behalte man für die Berechnung der 
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Stabspannungen im Fachwerkträger zunächst mir eine von beiden 
Diagonalen bei und führe die Berechnung für den auf diese Weise 
erhaltenen statisch bestimmten Träger durch. Zeigt sich dann, 
daß die beibehaltene Diagonale bei der gegebenen Belastung .auf 
Druck beansprucht würde, so schalte man sie aus und setze die 
andere au ihre Stelle. Diese muß dann, um die Druckspannung 
in der vorigen zu tilgen, gezogen sein und zwar ebenso stark, als 
jene gedrückt war. Dabei ändern sich auch die Spannimgen der 
zu demselben Fache gehörenden Stäbe um die aus Abb. 125'* zu 
entnehmenden Beträge. 

Das gilt unter der Voraussetzung, daß der nach Fortnahme 
einer der beiden Diagonalen erhaltene Träger statisch bestimmt ist. 
Aber auch wenn er unbestimmt ist, gelten die yorhergehenden 
Schlußfolgerungen in den gewöhnlich vorkommenden Fällen immer 
noch mit hinreichender Annäherung. 

Um dies zu erkennen, nehme man an, von den beiden Diagonalen 
5 und 6 in Abb. 125^ sei zuerst 5 beibehalten, die Spannung berechnet 
und als eine Druckspannung gefunden worden. Dann denke man 
sich, wie in der vorhergehenden Betrachtung, längs der Richtungs* 
linie von 6 zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte als Lasten angebracht. 
Der unterschied gegenüber dem vorhergehenden Falle besteht darin, 
daß durch diese Lasten jetzt nicht nur die zu dem gleichen Fache 
gehörenden Stäbe in Spannung versetzt werden, sondern auch der 
ganze übrige Stabverband, der nach Voraussetzung für sich schon 
ausreicht, einer Entfernungsänderung der Endknotenpunkte von 6 zu 
widerstehen, wenn auch die beiden Diagonalen des beiarachteten Faches 
beseitigt sind. Die Zuglasten längs der Linie 6 werden zu einem 
gewissen Bruchteile von diesem übrigen Verbände und nur der Best 
von dem Fache selbst aufgenommen. Aber in ziemlich allen praktisch 
vorkommenden Fällen wird der erste Teil viel kleiner sein als der 
zweite. Die beiden Teile verhalten sich nämlich umgekehrt zuein- 
ander wie die Längenänderungen der Strecke 6 unter der Voraus- 
setzung, daß die Lasteinheit entweder an dem „übrigen Verbande^^ 
oder an dem Fache für sich genommen angebracht wird. Der übrige 
Verband, der nach Herausnahme der beiden Diagonalen erhalten 
wird, ist ohne Zweifel viel nachgiebiger gegen eine Entfemungsänderung 
der Endpunkte von 6 als der eng zusammengeschlossene Verband der 
zu dem gleichen Fache gehörigen Stäbe. Man wird daher in den 
meisten Fällen nur einen geringen Fehler begehen, wenn man auf 
den von dem übrigen Verbände aufgenommenen Anteil der längs 6 
wirkenden Zuglasten gar nicht achtet, sondern annimmt, daß sich 
der Ausgleich wie in dem früheren Falle nur innerhalb eines Faches 
vollziehe. 
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Alsdann genügt es för die Berechnung der Stabspannungen, 
in jedem Fache nur eine der beiden Gegendiagonalen beizubehalten, 
die Spannungen unter dieser Annahme zu berechnen und hierauf nach- 
träglich die gedrückten .Diagonalen durch ihre auf Zug beanspruchten 
Gegendiagonalen in der vorher besprochenen Weise zu ersetzen. In 
der Folge wird daher immer nur von Trägem mit einer einzigen 
Diagonale in jedem vierseitigen Fache die Eede sein. 

Zunächst suche man jene Stäbe auf, die durch die gegebene 
Einzellast überhaupt nicht in Spannung versetzt werden. Man 
beginne mit einem unbelasteten Knotenpunkte des Nabelringes. 
Von einem solchen gehen vier Stäbe aus, von denen drei in der- 
selben Ebene liegen (nämlich die 
zu demselben trapezförmigen Fache 
gehörenden). Der vierte, der nicht 
in dieser Ebene enthalten ist, muß 
notwendig spannungslos sein, weil 
einer etwa in ihm auftretenden 
Spannung durch die Besultierende 
der drei andern Stabspannungen, 
die mit diesen ebenfalls in der- 
selben Ebene liegen, nicht Gleich- 
gewicht gehalten werden könnte. 
In dem Euppelgrundrisse der 
Abb. 126 betrachte man z. B. das 
Gleichgewicht der Kräfte am Kno- 
tenpunkte A. Aus der soeben an- 
gestellten Überlegung folgt dann, 
daß der mit den drei übrigen nicht in derselben Ebene Uegende 
Eingstab BA spannungslos sein muß. Derselbe Schluß läßt sich 
auch für die übrigen unbelasteten Knotenpunkte des Nabelringes 
wiederholen. Wenn die gegebene Last überhaupt nicht an einem 
Punkte des Nabelringes angreift, wie in Abb. 126 angenommen 
wurde, sind alle Stäbe dieses Binges spannungslos. Nachdem 
man dies erkannt hat, gehe man zum Knotenpunkte A zurück. 
An ihm kommen jetzt nur noch zwei Stabspannungen vor, näm- 
lich die Spannung des Sparrenstabes AC und die Spannung des 
Diagonalstabes. Da diese beiden Kräfte in verschiedene Bioh- 
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tnngslinien fallen, müssen sie, damit Gleichgewicht bestehen 
kann, notwendig beide gleich Null sein. 

Wiederholt Inan diese Betrachtmig für die übrigen Knoten- 
punkte des Nabelringes, so findet man, daß alle zum obersten 
Kuppelgesohosse gehörigen Stäbe an der Aufnahme einer weiter 
unten angebrachten Belastung unbeteiligt sind. Man kann sich 
daher dieses Kuppelgeschoß auch ganz entfernt denken und 
nun den nächst unteren Bing als Nabelring ansehen. Für ihn 
würden sich genau die gleichen Schlüsse wiederholen lassen, 
wenn nicht der Angriffspunkt der gegebenen Last zu ihm ge- 
hörte. In der Abbüdung ist jener Punkt, an dem die Belastung 
angebracht sein soll, durch einen kleinen schwarzen Exeis her- 
vorgehoben. Zugleich sei noch bemerkt, daß alle spannungs- 
losen Stäbe durch feine Linien, die in Spannung versetzten durch 
starke Striche gekennzeichnet sind. 

Immerhin lassen sich die früheren Schlüsse wenigstens 
für alle nicht belasteten Knotenpunkte, also z. B. für den Knoten- 
punkt C wiederholen. Da das obere Kuppelgeschoß nicht mehr 
in Betracht kommt, greifen an C nur noch vier Stabspannungen 
an, von denen drei in einer Ebene liegen, so daß die vierte^gleich 
Null sein muß. Auch von diesem Binge sind daher alle Stäbe 
mit einziger Ausnahme des durch einen starken Strich angegebe- 
nen ohne Spannung. Für diesen läßt sich nämlich derselbe 
Schluß nicht wiederholen, da zwar die übrigen Stäbe an dem 
belasteten Knotenpunkte ebenfalls in einer Ebene liegen, dafür 
aber die gegebene Last noch hinzukonmit, von der vorausgesetzt 
wird, daß sie nicht ebenfalls in dieselbe Ebene fällt. 

Kehren wir nun wieder zum Knotenpunkte C zurück, so 
greifen daran jetzt nur noch zwei Stabspannungen an, die nicht 
in dieselbe Gerade fallen und die daher beide gleich Null sein 
müssen. Wiederholt man diese Schlüsse nicht nur für die Knoten- 
punkte desselben Binges, sondern auch für die tiefer liegenden, 
so findet man nach und nach alle spannungslosen Stäbe heraus, 
wobei nur noch die stark ausgezogenen übrig bleiben. 

Nachdem man soweit ist, kann man alle Stabspannungen 
durch einfache Kräftezerlegungen finden. Man beginnt mit 
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dem Knotenpunkte, der die gegebene Last aufnimmt und an 
dem jetzt nur noch drei, nicht in- derselben Ebene liegende Stab- 
spannungen vorkommen. Diese erhält man mit Hilfe eines 
windschiefen Kräfteviereckes nach einer der im ersten Ab- 
schnitte dargelegten Methoden. Von da aus kann man dann, 
ynh bei einem einfachen ebenen Fachwerke, der Eeihe nach zu 
den übrigen Knotenpunkten übergehen, an denen immer nur 
noch entweder drei nicht in derselben Ebene liegende oder auch 
nur zwei unbekannte Stabspannungen vorkommen. Der einzige 
Unterschied gegenüber dem ebenen Fachwerke besteht darin, 
daß der Kräfteplan ein räumlicher ist und daher in zwei Pro- 
jektionen gezeichnet werden muß. Dies macht zwar mehr Mühe^ 
bereitet aber keinerlei Schwierigkeiten von grundsätzlicher Art. 
Die Aufgabe kann daher als gelöst betrachtet werden. 

Die Anordnung reziproker Kräftepläne, oder genauer ge- 
sagt solcher Kräftepläne, in denen jede Stabspannung nur ein- 
mal vorkommt, scheint übrigens im Eaume nur in wenigen 
Fällen mögUch zu sein. Diese Frage ist, soviel mir bekannt, bis- 
her noch nicht genauer untersucht worden. Jedenfalls läßt sie 
sich nicht mit Hilfe des Nullsystems und überhaupt nicht in der- 
selben Weise wie beim ebenen Fachwerke entscheiden. Für die 
praktische Ausführung des Verfahrens kommt es aber darauf 
nicht an. 

Hat die Kuppel Gegendiagonalen, so ist sie symmetrisch 
und wenn die Last selbst in der durch den belasteten Knoten- 
punkt gehenden Symmetrieebene enthalten ist, kann man nur 
ein symmetrisches Spannungsbild erwarten, während das in 
Abb. 126 vorkommende sicher unsymmetrisch ist. Symmetrisch 
wird es erst nach den früher beschriebenen Umrechnungen inner- 
halb jener Fächer, in denen gedrückte^ Diagonalen vorkommen. 

Um diese nachträglichen Umrechnungen zu vermeiden, 
kann man auch von vornherein die Wahl der beizubehaltenden 
Diagonalen so treffen, daß diese alle in Zugspannung versetzt 
werden. Welche dies sind, läßt sich allerdings von vornherein, 
d. h. ohne näheres Eingehen auf den Spannungszustand nicht 
wohl voraussehen. Da solche Betrachtungen schon öfters durch- 
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geführt wurden, weiß man aber, welohe beizubehalten sind. In 
Abb. 127) die sieh im übrigen auf denselben Fall bezieht, wie 
Abb. 126, ist der Tausch in dieser Weise vollzogen. Auch hier 
sind die in Spannung versetzten Stäbe durch starke Striche an« 
gegeben. Man erzielt bei dieser Auswahl der Diagonalstäbe, auch 
abgesehen davon, daß die späteren Umrechnungen vermieden 
werden, auch noch den weiteren Vorteil, daß der Ejräfteplan 
nur auf die eine Trägerhälfte (mit 
Einschluß der Mitte) ausgedehnt 
zu werden braucht und sich er- 
hebUch einfacher gestaltet. 

Anmerkung. Im wesentlichen 
ist hiermit das Spannungsproblem, 
soweit es überhaupt in das Gebiet 
der Mechanik gehört, als gelöst zu 
betrachten. Es wird aber gut sein, 
wenn ich noch einige Bemerkungen 
über die praktische Brauchbar- 
keit dieser Lehren hinzufüge. 

In der Theorie des Eachwerkes 
— des ebenen, wie des räumlichen — 
zieht man nur den Widerstand in 
Bechnung, den die Stäbe einer An- 
näherung oder Entfernung ihrer End- 
punkte entgegenzusetzen vermögen. 
Infolgedessen ist jede Stabspannung in 
der Bichtungslinie des Stabes anzunehmen. In Wirklichkeit ver- 
mögen aber die Stäbe in den Eachwerkkonstruktionen, die an den 
Knotenpunkten miteinander vernietet sind, auch einen Biegungswider- 
stand zu leisten. Es ist daher nicht nötig und im allgemeinen 
auch nicht zu erwarten, daß die Stabspannung genau mit der 
Mittellinie des Stabes zusammenfällt. Denkt man sich zwei Quer- 
schnitte in der Nähe der Endpunkte durch den Stab gelegt, so 
mögen sich die in jedem dieser Querschnitte übertragenen Spannungen 
zu einer Besultierenden vereinigen lassen, deren Angriffspunkt einen 
gewissen Abstand von dem Querschnittsschwerpunkte hat. Verbindet 
man beide Angriffspunkte durch eine gerade Linie, so gibt diese 
die „Kraftachse^^ des Stabes an. Der Abstand der Eraftachse 
von der Stabachse mit der Stabspannung multipliziert ist gleich 
dem Biegungsmomente, das von dem Stabe in dem zugehörigen 
Querschnitte aufgenommen wird. 




Abb. 197. 
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Wenn die Stäbe, wie es gewöhnlich der Fall ist, ziemlich 
lang im Verhältnisse zu ihren Querschnittsabmessungen sind, können 
sie freilich nur geringe Biegungsmomente aufnehmen und die Unter- 
schiede zwischen den Richtungen der Eraftachsen und der Stabachsen 
können, wie es hier immer geschah, vernachlässigt werden. Freilich 
kommt auch dann die Zusatzspannung, die durch die Biegung her- 
vorgerufen wird, neben der Längsspannung in Frage, wenn es sich 
um die größte Beanspruchung des Materials handelt. Auf die Be- 
rechnung dieser „Sekundärspannungen'', wie man sie zu nennen 
pflegt; gehe ich indessen hier nicht ein, da diese Betrachtungen besser 
der Eonstruktionslehre vorbehalten bleiben. 

Abgesehen davon, daß noch Sekundärspannungen hinzutreten, 
die eine Erhöhung der Beanspruchung des Materials an gewissen 
Stellen zur Folge haben, wird aber unter gewöhnlichen Umständen 
an den Hauptspannungen, d. h. an den Längsspannungen der Stäbe, 
die ohne Bücksicht auf die Stabbiegungen berechnet sind, nicht viel 
geändert. Li einem Falle, der namentlich bei den Schwedlerschen 
Kuppeln vorkommt, bringen aber die Bichtungsunterschiede zwischen 
Eraftachsen und St>abachsen auch große Abweichungen in den Längs- 
spannungen der Stäbe hervor. Und zwar fallen die Abweichungen, 
um die es sich hier handelt, im Gegensatze zu den Sekundärspannungen, 
zugunsten der Tragfähigkeit der Konstruktion aus. Manche Flecht- 
werkkonstruktionen verdanken die verhältnismäßig große Steifigkeit, 
die sie der Erfahrung zufolge gegenüber einer Belastung durch eine 
Einzellast besitzen, ganz überwiegend den Abweichungen zwischen 
Eraftachsen und Stabachsen, d. h. dem an sich freilich gar nicht 
großen Biegungs widerstände ihrer Stäbe. 

Der Fall, von dem ich sprach, tritt immer dann ein, 
wenn die von einem Enotenpunkte ausgehenden Stäbe 
nahezu in einer Ebene liegen. Lägen sie genau in derselben 
Ebene, so würden die Stabspannungen, wenn man den Biegungswideiv 
stand außer Ansatz ließe, bei einer Belastung dieses Enotenpunktes 
unendlich groß. Auch dann, wenn sie nur nahezu in einer Ebene 
liegen, erhält man sehr große Stabspannungen. Wenn es aber, wie 
man sieht, in solchen Fällen sehr wesentlich auf die geringen Ab- 
weichungen der Stabrichtungen von der im Enotenpunkte an den 
Flechtwerkmantel gelegten Berührungsebene ankommt, spielen ihnen 
gegenüber auch die an sich freilich ebenfalls nur geringen Abweichungen 
zwischen den Richtungen der Eraftachsen und Stabachsen eine wich- 
tige Rolle. 

Durch die von einem Enotenpunkte eines Flechtwerkmantels aus- 
gehenden Stäbe wird ein Vielkant bestimmt, dessen körperlicher Winkel 
durch den Ausschnitt auf einer von dem Enotenpunkte als Mittel- 
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punkt gezogenen Kugelfläche gemessen werden kann. Liegen die Stäbe 
in einer Ebene, so wird der in das Flechtwerkinnere fallende Kugel- 
ausschnitt zu einer Halbkugel. Liegen sie nur nahezu in einer Ebene, 
so unterscheidet sich der Kugelausschnitt nicht viel von einer Halb- 
kugel. Für die Kräftezerlegung an dem Knotenpunkte kommt aber 
nicht das Yielkant aus den Stabachsen, sondern das aus den Kraft- 
achsen gebildete in Betracht. Der zu diesem Yielkante gehörige Kugel- 
ausschnitt kann sich schon erheblich mehr von einer Halbkugel unter- 
scheiden, wenn der andere Kugelausschnitt sich der Halbkugel nähert. 
Bei einer flachen Schwedlerschen Kuppel, die über einem Grund- 
risse von großer Seitenzahl errichtet ist und deren aufeinanderfolgende 
Sparrenstäbe sich in der Bichtung nicht viel voneinander unterscheiden, 
liegt der besprochene Fall Tor. Wenn man hier keine Bücksicht auf 
die Abweichungen zwischen den Krafbachsen und den Stabachsen ninmit, 
rechnet man viel zu ungünstig. Schon für eine verhältnismäßig geringe 
Einzellast an einem Knotenpunkte findet man unter dieser Annahme 
sehr große Stabspannungen. Es darf als ein Glück bezeichnet werden, 
daß Schwedler von diesen Folgerungen nichts wußte, da er sonst 
wahrscheinlich Bedenken getragen hätte, seine Kuppelkonstruktionen 
auszuführen. Die Erfahrung lehrt aber, daß diese Kuppeln solche 
Lasten ganz gut aufzunehmen vermögen, die ohne die geringe Bie- 
gungssteifigkeit der Stäbe und die dadurch bewirkten Abweichungen 
zwischen Krafbachsen und Stabachsen einen Zusammenbruch herbei- 
führen müßten. 

§ 45» Die NetBwerkknppel. 

Ein sehr lehrreiches Beispiel für die Berechnung der Stab- 
spannungen in räumlichen Faohwerken liefert die Netzwerk- 
kuppel, die sich von der Schwedlerschen Kuppel in der An- 
ordnung nur wenig unterscheidet. Sie geht aus dieser dadurch 
hervor, daß man jeden Bing gegen den vorhergehenden etwas 
dreht, so daß jedem Stabe des einen Binges ein Knotenpunkt des 
andern gegenübersteht. Hierdurch fällt zugleich der Unterschied 
zwischen Sparrenstäben und Diagonalen fort; die an ihre Stelle 
tretenden sollen als „Netzwerkstäbe" bezeichnet werden. 

In Abb. 128 ist ein einzelnes Stockwerk einer Netzwerkkuppel 
über einem unregelmäßig sechsseitigen Grundrisse dargestellt. 
Es möge zunächst besprochen werden, wie man die Stabspan- 
nungen findet, die durch eine an einem Knotenpunkte des oberen 
Einges angreifende Last P hervorgerufen werden. 
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Man betraohte den Knotenpunkt des oberen Binges, von 
dem die Stäbe 1 und 2 ausgehen. Im Gegensatze zur Sohwedler«^ 
sehen Kuppel liegen von den vier Stäben dieses Knotenpunktes 
keine drei in einer Ebene; daher kommen auch keine spannungs- 
losen Stäbe vor. Dagegen weiß man, daß die Besultierende der 

Stabspannungen 1 und 2 mit der 
Besultierenden aus den Spannungen 
der beiden Netzwerkstäbe im Gleich- 
gewichte stehen und daher in die 
Schnittlinie der durch beide Stab- 
paare gelegten Ebenen fallen muß. 
Diese Schnittlinie geht parallel zur 
Grundrißseite 6. Wenn aber die Be- 
sultierende aus zwei Stabspannungen 
nicht in dem von den Stäben ein- 
geschlossenen Winkelraume (oder im 
Scheitelwinkelraume), sondern im 
Nebenwinkelraume liegt, müssen 
beide Stabspannungen von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen sein. 

Von den beiden Bingstäben 1 
und 2 ist also einer gezogen und der 
andere gedrückt. Derselbe Schluß 
läßt sich auch für die übrigen un- 
belasteten Knotenpunkte des inneren 
Binges wiederholen und man er- 
kennt daraus, daß die Bingstäbe abwechselnd gezogen und 
gedrückt sind. 

Es fragt sich jetzt, wie sich die Vorzeichen der Spannungen 
der von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Bingstäbe 
zueinander verhalten. Dies hängt offenbar davon ab, ob der 
Bing ein Polygon mit gerader oder mit ungerader Seitenzahl 
bildet. Es ist ein merkwürdiger Umstand, daß sich die Netz- 
werkkuppeln in diesen beiden Fällen ganz verschieden ver- 
halten. Netzwerkkuppehi mit ungerader Seitenzahl sind weit 
steifer und tragfähiger, als die mit geraden Seitenzahlen. 




Abb. 128. 
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Bei gerader Seitenzahl, wie in dem Beispiele der Abb. 128, 
haben die von dem belasteten Knotenpunkte ausgehenden Bing^ 
Stäbe 1 und 6 Spannungen von ungleichem Vorzeichen, wie 
aus dem vorher besprochenen regelmäßigen Wechsel folgt. Die 
Besultierende aus beiden Stabspannungen muß daher ebenfalls 
in den Nebenwinkelraum des von beiden Stäben eingeschlossenen 
Winkels fallen. Hierbei kann es auch vorkommen, daß die 
Besultierende zur Grundrißseite a parallel geht, also mit den 
beiden Netzwerkstäben in einer Ebene liegt. In diesem Falle, 
der z. B. immer bei regelmäßigen Kuppeln von gerader Seiten- 
zahl eintritt, hat die Last P unendlich große Stabspannungen 
zur Folge, d. h. der Ausnahmefall liegt vor. Eegelmäßige 
Netzwerkkuppeln mit gerader Seitenzahl 
sind also nicht steif und dürfen daher nicht 
ausgeführt werden. Übrigens wird auch schon dann, 
wenn die Kuppel nicht regelmäßig ist, die Besultierende aus den 
beiden Bingspannungen 1 und 6 leicht wenigstens nahezu in 
derselben Ebene mit den beiden Netzwerkstäben Hegen und auch 
dann treten schon verhältnismäßig sehr große Stabspannungen auf. 

Ganz anders ist es bei einer Netzwerkkuppel über einem 
Grundrisse von ungerader Seitenzahl. Die beiden vom be- 
lasteten Knotenpunkte ausgehenden Bingstäbe haben bei ihr 
Spannungen gleichen Vorzeichens und die Besultierende fällt 
in den von den Stabrichtungen gebildeten Winkelraum. Sie 
liegt dann weit ab von der durch die Netzwerkstäbe gelegten 
Ebene und die Stabspannungen fallen klein aus. So sind be- 
sonders Netzwerkkuppeln über regelmäßigen Grundrissen von 
ungerader Seitenzahl durchaus stabil. 

Bisher habe ich nur auf die Vorzeichen der in den Bing- 
stäben auftretenden Spannungen geachtet. Man kann aber auch 
die verhältnismäßigen Größen dieser Spannungen leicht finden. 
Dazu zeichnet man den Kräfteplan in Abb. 128, indem man 
zunächst, die Stabspannung 1 in beliebiger Größe abträgt. Das 
kommt darauf hinaus, daß man über den Maßstab des Kräfte- 
planes keine Angabe macht. Unter dem Vorbehalte, daß der 
Maßstab nachträglich richtig ermittelt werden muß, kann jede 
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beliebige Strecke zur Darstellung der Spannung 1 dienen. Auch 
das Vorzeiohen dieser Spannung muß zunächst unentschieden 
bleiben. 

Nachdem 1 aufgetragen ist, erhält man 2 aus dem Kräfte- 
dreiecke 1, 2, 5', wo 5' eine Parallele zur Grundrißseite 6 be- 
deutet. Hieran schließt sich das Kräftedreieck 2, S, c', durch 
das ausgesprochen wird, daß die Besultierende der Bingspan- 
nungen 2 und 3 an dem zwischen ihnen liegenden Knoten- 
punkte parallel zu c gehen muß. Man fährt in dieser Weise 
fort, bis man zum letzten Bingstabe 6 gelangt ist. Daß die 
Stabspannungen abwechselnd Zug und Druck bedeuten, wird 
durch den j^räfteplan ebenfalls schon mit ausgesprochen, wenn 
man vorläufig auch noch nicht weiß, welche dieser Stäbe ge- 
zogen und welche gedrückt sind. 

Jedenfalls haben aber wegen der geraden Seitenzahl des 
Grundrisses die erste und die letzte Bingspannung 1 und 6 ent- 
gegengesetzte Vorzeichen und wenn man beide an dem be- 
lasteten Knotenpunkte zu einer Besultierenden H vereinigen 
will, muß man die Strecke 1 an den Endpunkt von 6 so antragen, 
wie es in der Abbildung geschehen ist. Bei ungerader Seiten- 
zahl des Grundrisses hätte die Strecke 1 an den Endpunkt 
der letzten Bingspannung in entgegengesetzter Bichtung an- 
getragen werden müssen, um die Besultierende H zu erhalten. 

Dieser Kunstgriff, den Kräfteplan zunächst einmal im un- 
bestimmt gelassenen Maßstabe aufzutragen, kann auch in andern 
Fällen, bei denen die übrigen Knotenpunkte bis auf einen un- 
belastet sind, manchmal mit Vorteil gebraucht werden und 
zwar nicht nur beim räumlichen, sondern auch schon beim 
ebenen Fachwerke. Hier erfahren wir dadurch, wie die Besul- 
tierende aus den Stabspannungen 1 und 6 am belasteten Knoten- 
punkte gerichtet ist. Am belasteten Knotenpunkte haben wir 
es daher nur noch mit vier Kräften zu tun, die sich Gleichgewicht 
halten und von denen P vollständig gegeben ist, während man 
von den drei übrigen die Bichtungslinien kennt. Wir brauchen 
daher nur P nach den drei Bichtungslinien mit Hilfe eines wind- 
schiefen Kräfteviereckes zu zerlegen und finden damit die Span- 
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nungen der beiden Netzwerkstäbe, sowie die absolute Größe und 
den Pfeil der Besultierenden H. Damit ist auch der Maßstab 
des vorher gezeichneten ebenen Kräfteplanes bekannt und man 
kann daraus alle Bingspannungen entnehmen. Indem man 
schließlich noch die Besultierenden h\ c' usf. nach den Bichtungs- 
linien der zugehörigen Netzwerkstäbe zerlegt, findet man alle 
Stabspannungen. 

Wenn der Grundriß regelmäßig ist, gestaltet sich der Kräfte- 
plan ebenfalls regelmäßig. Der Endpunkt von 6 fällt dann mit 
dem Anfangspunkte von 1 zusammen, d. h. der Kräfteplan bildet 
ebenfalls ein geschlossenes, regelmäßiges Sechseck. Daraus folgt 
auchy daß die Bichtungslinie von H in der Tat parallel zur Grund- 
rißseite a werden muß. H liegt daher mit den beiden Netzwerk- 
stäben in einer Ebene und die Last P kann durch diese drei 
Kräfte nicht im Gleichgewichte gehalten werden. Damit ist die 
vorher schon aufgestellte Behauptung bewiesen, daß eine 
regelmäßige Kuppel bei gerader Seitenzahl 
einen Ausnahmefall bildet. 

Bemerkenswert ist übrigens, daß eine solche Kuppel nicht 
nur unendlich kleine, sondern sogar endliche Bewegungen aus- 
führen kann, ohne daß sich die Stab- 
längen zu ändern brauchten, obschon 
deren Zahl bei Vermeidung des Aus- 
nahmefalles ausreicht, um die Unver- 
schieblichkeit aufrecht zu halten. Der 
ganze Stabverband bildet hier einen 
zwangläufigen, „übergeschlossenen'* 
Mechanismus. 

Aus Abb. 129, die eine Netzwerk- 
kuppel über quadratischem Grundrisse 
darstellt, i^t dies leicht ersichtlich. 
Man betrachte das durch eine Schraf- 
fierung hervorgehobene Dreieck mit der Spitze A, Denkt man 
sich alle andern Stäbe weggeschnitten, so kann sich das Dreieck 
um seine Grundlinie drehen und die Spitze bewegt sich dabei auf 
einem Kreisbogen. Nun nehme man das Dreieck B und dien 





Abb. 180. 
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Bingstab zwisohen A und B hinzu. Es ist klar, daß die vorige 
Bewegung von A immer noch möglich ist; nur muß sich das 
Dreieck B heben, wenn sich A senkt, damit die Entfernung der 
Dreiecksspitzen nicht geändert wird. Durch punktierte Linien 
sind in der Abbildung die neuen Lagen der Stäbe nach einer 
kleinen Bewegung dieser Art angegeben. 

Mit dem Anschließen der übrigen Dreiecke kann man in 
der gleichen Weise fortfahren. Man behält dabei immer einen 
zwangläufigen Mechanismus, bei dessen Bewegung sich die 
Dreiecksspitzen abwechselnd heben und senken. Nun fehlt noch 
der letzte Bingstab, der das letzte Dreieck in der Kuppel mit 
dem ersten verbindet. Ist der Kuppelgrundriß von ungerader 
Seitenzahl, so müssen sich die Spitzen von A und vom letzten 
Dreiecke in dem zuvor besprochenen Mechanismus gleich- 
zeitig heben oder gleichzeitig senken. Dabei vergrößert 
oder verkleinert sich ihr Abstand. Sobald man also den 
letzten Bingstab einfügt, der beide Spitzen in unveränderlichem 
Abstände hält, wird damit die zuvor noch bestehende Be- 
wegungsfreiheit aufgehoben und man erhält eine steife Kuppel- 
konstruktion. 

Bei gerader Seitenzahl des Grundrisses senkt sich dagegen 
die letzte Dreiecksspitze, wenn sich die erste hebt und umgekehrt. 
Dabei kann es vorkommen, daß sich der Abstand beider Spitzen 
ohnehin nicht ändert, wenn auch der letzte Bingstab gar nicht 
eingeschaltet ist. Wenn die Kuppel regelmäßig ist, wie in Abb. 
129, folgt schon aus Symmetriegründen, daß sich der Abstand 
beider Spitzen nicht ändern kann. Die Einschaltung des letzten 
Bingstabes ändert daher überhaupt nichts an der vorher be- 
stehenden Bewegungsmöglichkeit und die Kuppel bleibt ein 
Mechanismus von endlicher Beweglichkeit. Eine Anordnung 
wie in Abb. 129 ist daher unbedingt zu vermeiden. 

Begelmäßige Netzwerkkuppeln mit un- 
gerader Seitenzahl sind dagegen vollkom- 
men stabil. Das Verfahren für die Berechnung der Stab- 
spannungen sei an dem Beispiele der Abb. ISO, die eine sieben- 
seitige Kuppel darstellt, erläutert. 
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Zunächst weiß man, daß die Stäbe des Nabelringes abwechselnd 
gezogen und gedrückt sind und zwar sind diese Spannungen des 
regelmäßigen Grundrisses wegen alle von gleicher Größe. Die Be 
sultierende der Stabspannungen 1* und 7* an dem belasteten Knoten- 
punkte 1* fällt also in die durch diesen Punkt gelegte Sjmmetrie- 
ebene der Kuppel. Die Kräftezerlegung an diesem Punkte kann daher 
ohne weiteres yorgenommen werden. Abb.131 (S. 272) zeigt den Kräfte- 
plan in Aufriß und 
Grundriß. Man be- ^ 

ginnt im Aufrisse mit 
dem Dreiecke aus P, 
der horizontalen Re- 
sultierenden Yon 1^ 
und 7^ und einer zu 
8* und 21% die sich 
im Aufrisse decken, 
parallelen Seite. Das 
Dreieck ist zugleich 
als Aufriß eines 
lAumlichen Kräfte- 
fünfeckes aufrufas- 
sen, dessen Grundriß 
gefunden wird, in- 
dem man die aus 
dem Aufrisse herab- 
getragene Besultie- 
rende von 1* und 7* 
nach den Richtungen 
dieser beiden Stäbe 
zerlegt und aus den 
Endpunkten von P 
und 7* Parallelen zu 

8* uoad 21* im Grundrisse zieht. Projiziert man die Ecken, in 
denen 1* und 7* sowie 8* und 21^ aneinander stoßen, nach oben, 
so geht auch das Dreieck im Aufrisse in ein Fünfeck über, yon 
dem nur zweimal zwei Seiten in eine Gerade fallen. 

Hierauf geht man zum Knotenpimkte 11* über, indem man im 
Grundrisse 2* an 1* in gleicher Größe anreiht imd dann die Parallelen 
zu 9* imd 10* zieht. Die gestrichelt gezogene Resultierende aus 
1* und 2* geht parallel zum Stabe 2^ des unteren Ringes. Auch 
in den Aufriß kann das Kräfteyiereck 1*2*9*10* sofort übertragen 
werden und für die Prüfung der Genauigkeit der Zeichnung dient 
dabei die Bemerkung, daß die Eckpunkte, in denen 9* und 10* an- 
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einander stoBen, in Aufriß und Grundriß senkrecht übereinander liegen 
mtbBsen. 

Es ist nicht nötig, noch weitere Knotenpunkte des Nabelringes 
ins Auge zu fassen, da an allen dieselben Stabspannnngen wie an 11* 
auftreten, nur mit dem unterschiede, daß vom einen zum andern jedes- 
mal die Vorzeichen der Stabspannungen wechseln. 

Wenn wir jetzt zum unteren Stockwerke übergehen, können 
wir ims das obere Stockwerk ganz beseitigt und die Spannungen 
der Netzwerkstäbe des oberen Geschosses an dem dazwischen liegenden 
Ringe als äußere Kräfte angebracht denken. FreiHch greifen dann 

an allen Knoten- 
punkten dieses 
mnges fttnf Kräfte, 
nämlich die Besol- 
tierende der äuße- 
ren Kräfte und vier 
Stabspannungen an 
und direkt läßt sich 
daher die Zerlegung 
nicht weiter fähren. 
Man kommt aber 
über diese Schwie- 
rigkeit leicht hin- 
weg. — Zunächst 
stelle man Größe 
und Richtung der 
in Abb. 131 mit Q 
bezeichneten Resul- 
tierenden der äuße- 
ren Kräfte am 
Knotenpunkte m^ 
fest, indem man an 10* die nach Größe und Vorzeichen gleiche 
Netz Werkspannung 11* anträgt. Die Richtung von Q muß übrigens, 
wie man leicht einsieht, in der durch m^ gelegten Synametrieebene 
der Kuppel enthalten sein und daher mit der Schnittlinie dieser 
Ebene und der durch die beiden Netzwerkstäbe gelegten Ebene 
zusammenfallen. 

Am Knotenpunkte IV^ trifft in bezug auf Größe und Richtung 
der zugehörigen Resultierenden Q dasselbe zu; nur der Pfeil ist ent- 
gegengesetzt und wenn wir zum folgenden Knotenpunkte weiter gehen, 
kehrt er sich immer wieder um. Nur die Knotenpunkte P und ü^ 
machen eine Ausnahme. An ihnen stößt jedesmal ein gezogener und 
ein gedrückter Netzwerkstab zusammen und die Resultierende Q* an 




Abb. 181. 
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IP aus 8* und 9* konnte in dem besonderen Eräfteplane Abb. 132 
aus den bekannten Strecken sofort gefunden werden. 

Man untersucht nun, welche Spannungen in den Stäben des 
unteren Stockwerkes durch eine einzige Last Q, die am Knotenpunkte 
nP angreift, hervorgerufen werden. Dies geschieht genau so wie 
vorher die Ermittelung der Stabspannungen im oberen Geschosse 
unter der Last P. Die Resultierende aus den Stabspannungen 11^ 
und 12^ unter der Last Q fällt in die Richtung der Winkelhalbierenden 
des von beiden Stäben gebildeten Winkels, die leicht gefunden werden 
kann. Die Resultierende aus den Bingspannungen 2^ und 3^ ist 
horizontal und fällt ebenfalls in die Durchmesserebene Hiemach 
konnte das Dreieck aus Q, der horizontalen Richtung und der vor- 
her konstruierten Richtung der Resultierenden von 11^ und 12^ im 
Aufrisse gezeichnet werden. Ln Grundrisse projiziert sich das Drei- 
eck als Gerade. Dann zerlegt man die Resultierenden nach den Rich- 
tungen der Stabspannungen 2^, 3^ und 11^, 12^, aus denen sie zu- 
sammengesetzt waren. Außerdem ist in Abb. 131 noch ein Eräfbe- 
viereck fOr den Knotenpunkt IV^ angeschlossen. Weiter zu gehen, 
ist nicht mehr nötig, da man wie im vorigen 
Falle nun schon alle durch Q hervorgerufenen 
Spannungen anzugeben vermag. 

Hierauf wiederhole man in Abb. 132 dieselbe 
Untersuchung für die am Knotenpunkte n** an- 
greifende Belastung Q', die als Resultierende der 
Stabspannungen 8* und 9^ gefunden war. Auch 
hier genügt es, die Kraftecke für die Knoten- 
punkte n^ und nP aufzutragen. 

Nun bleibt uns nur noch übrig, die Span- 
nungen aus allen Lasten Q und (^ zusammen- 
zuzählen. Die Spannung jedes Stabes im unteren Kuppelstock- 
werke wird als eine Summe von sieben Gliedern gefunden, deren 
Werte sich aus den gezeichneten Kxäfteplänen sämtlich ent- 
nehmen lassen. Man betrachte z. B. den Stab 3^. Die Last Q am 
Knotenpunkte HP versetzt ihn, wie aus dem Kräfteplane Abb. 131 
hervorgeht, in eine Zugspannung, deren Betrag mit s bezeichnet sein 
möge. Am Knotenpunkte TV^ greift eine Last — Q an, deren Pfeil 
nach oben hin gekehrt ist und die, da sich sonA alles gleich bleibt, 
die Spannung — ^ in Stab 3^ hervorbringt. Am folgenden Knoten- 
punkte Y^ geht der Pfeil von Q wieder nach abwärts und der 
Ringstab 4^ erfährt daher eine Zugspannung vom Betrage s» Der 
Stab 3^, den wir jetzt ins Auge gefaßt haben, wird daher ge- 
drückt und der vom Knotenpunkte Y^ herrührende Beitrag zur 
Spannung in 3^ ist gleich — 8, Dieselben Überlegungen lehren, 
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daß anch von VP und Vli'* her die Spaunnngen — s in S*" erzeugt 
irerdsn. 

Die Last (^ am EnotenpnnUe ü** bringt in 3**, wie ans dem 
dem ErKfteplane folgt, eine Zugspannong hervor. Die entsprechende 
und symmetrisch zur vorigen liegende Last Qf am Knotenpunkte V 
versetzt den Stab l** tu Druckspannung, daher S*" in Zug- und 3** 
wieder in Druckspannung nnd zwar vom gleichen Betrage wie vor- 
her die Zugspannung. 

ZShlen wir alle sieben Posten zusammen, so finden wir die 
Spannung des Stabes S** gleich — 3s, d. b. der Stab 3" wird im 
ganzen mit einer dreifach so großen Kraft gedrückt, als sie ausAbb.131 
zu entnehmen ist. — Ähnlich l&ßt sieb die Betrachtung auch für 
olle übrigen Stäbe durchführen. Au&erdem kann man auch, nachdem 
die Spannung eines Stabes auf diese Art ermittelt ist, den KrAfte- 
plan Mr das untere Knppelgeschoß unter gleichzeitiger Berücksich- 
tigung aller darauf von oben her übertragenen Lasten konstruieren, 
jdan umgeht dadurch die Znsammenziebung der sieben Posten, von denen 
vorher die Bede war, für alle übrigen Stäbe, wofür man fireUich die 
Konstraktion eines neuen Kräfteplanes mit in den Kanf nehmen mnB. 

§ 46. Dan Tonnenfleohtwerkdaob. 
Abb. 133 zeigt einen Teil eines Tonnenflechtwerkdaches 
in axonometriachei Zeiobnung. Nacb vom bin maß man sich 



Abb. its. 
den Stabverband in derselben Weise bis zu einer zweiten Stim- 
mauer bin, an der er ebenso wie an der binteren t 
wird, fortgesetzt denken. 
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Die Konstruktion entsteht aus dem gesohlossenen Tonnen- 
ftechtwerke auf die schon in § 42 näher beschriebene Weise. Die 
statische Bestimmtheit kann durch nachträgliche Fortlassung 
der Diagonalstäbe in den beiden untersten Seitenflächen der 
Tonne und durch längsverschiebliche Auflagerung der Knoten- 
punkte auf einer der beiden Stimmauem herbeigeführt werden. 
Diagonalen, die etwa in den Fächern der imteren Tonnenseiten 
beibehalten werden, machen den Träger zwar statisch unbestimmt, 
die Unbestimmtheit erstreckt sich aber dann nur auf die zu 
diesen. unteren Tonnenseiten gehörigen Stäbe, da eine Spannung 
in einer solchen überzähligen Diagonale, wenn sie als Last an 
dem statisch bestimmten Träger aufgefaßt wird, nur in diesen 
Stäben Spannungen hervorrufen kann. Daher ist es für den Gang 
der Berechnung ziemlich gleichgültig, ob der Träger auf diese 
Art wirklich statisch bestimmt gemacht wurde, oder ob man die 
überzähligen Diagonalen auch in den untersten Fächern bei- 
behält. 

In der Abbildung sind in allen Fächern Gegendiagonalen 
angenommen und auch hierdurch wird nach den Ausführungen 
in § 43 über die Gegendiagonalen nichts wesentliches ge- 
ändert. 

Wenn nur eine der Längsrichtung nach gleichförmige Be- 
lastung, also z. B. die Eigenlast des Daches in Frage käme, 
könnte man etwa das Sparrenpolygon (also den Querschnitt des 
Daches) nach einem Seilpolygone für die an den Knotenpunkten 
angreifenden Lasten gestalten. Dann genügten schon die in den 
Sparrenstäben auftretenden, aus dem Kräfteplane des Seileckes 
zu entnehmenden Druckspannungen, um an jedem Knotenpunkte 
Gleichgewicht herzustellen und die in horizontaler Bichtung 
verlaufenden „Pfettenstäbe** blieben ebenso wie die Diagonalen 
spannungslos. Wie bei allen Flechtwerken, bei denen die von 
einem Knotenpunkte ausgehenden Stäbe nicht allzuviel von einer 
durch den ICnotenpunkt gelegten Ebene abweichen, werden aber 
auch hier durch Einzellasten verhältnismäßig große Spannungen 
hervorgerufen und auf die Berechnung für einen solchen Be- 
lastungsfall kommt es daher vor allen Dingen an. 

18* 
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Der Knotenpunkt JB, an dem die Einzellast P angreifen soll, 
ist in Abb. 134 in einem rechtwinklig zur Längsrichtung des 
Daches stehenden Bisse besonders herausgezeichnet. Die Strecken 
BÄ und BC sind die Projektionen der sich an B beiderseits an- 
schließenden Tonnenseiten. Man zerlege die Last P mit Hilfe 
eines Kräfteparallelogranmis in die Komponenten Pj und Pg, die 
in die Ebenen der Tonnenseiten fallen. Beachtet man nun, daß 
die auf jeder Tonnenseite liegenden Stabe unter sich ein ebenes 
Fachwerk, nämlich einen auf den beiden Stimmauem aufgelagerten 
ebenen Fachwerkbalken mit parallelen Gurtungen bilden, so kann 

^ man leicht die Stabspannungen 
berechnen, die in jedem dieser 
Fachwerkbalken durch die in 
die zugehörige Ebene fallende 
A^' ♦ Lastkomponente P^ oder Pg 

^^^ ^3^ hervorgerufen werden. Die sich 

im Punkte B projizierende Beihe 
der Pfettenstäbe bildet eine gemeinsame Gurtung für die beiden, 
sich in ihr aneinander schließenden ebenen Fachwerkbalken. Man 
muß daher, um die in diesen Pfettenstäben auftretenden Spannungen, 
zu erhalten, die Gurtspannungen in beiden Fachwerkbalken zu- 
einander addieren. 

Durch diese Kräftezerlegung läßt sich an jedem Knotenpunkte 
Gleichgewicht herstellen und da der Träger im wesentlichen statisch 
bestimmt ist, erhält man hiermit auch das richtige Spannungsbild. 
Alle andern Stäbe, die nicht zu den beiden an den belasteten 
Knotenpunkt sich anschließenden Tonnenseiten gehören, bleiben 
demnach unter dem Einflüsse der Einzellast spannungslos. 

Bei einer praktischen Ausführung läßt sich nicht vermeiden, 
daß die Winkel zwischen je zwei aufeinander folgenden Sparren- 
stäben nur wenig von gestreckten abweichen. Die beiden Last- 
komponenten P^ und Pj werden dann, wie man aus Abb. 134 
erkennt, verhältnismäßig groß und mit ihnen auch die Stab- 
spannungen, namentlich jene der Pfettenstäbe, wenn überdies die 
Länge des Daches, die zugleich die Spannweite der einzelnen 
ebenen Fachwerkbalken darstellt, ziemlich groß ist. Aber auch 
hier gelten die gegen den Schluß von § 43 gemachten Bemer- 
kungen. Infolge der, wenn auch nur verhältnismäßig geringen, 
Biegungssteifigkeit der Stäbe vnrd die Tragfähigkeit der Konstruk- 
tion viel größer, als es nach dieser Berechnung scheinen könnte. 
Ich habe mich davon auch direkt durch ausführliche Versuche 
überzeugt, die ich mit einem, in ziemlich großem Maßstabe aus- 
geführten Tonnenflechtwerke in meinem Laboratorium vornahm, 
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worüber in den „Mitteilungen" des Laboratoriums, Heft 24, 1896 
eingebend bericbtet ist. leb erwäbne davon bier nur, daß die 
Einsenkung, die der in der Mitte der Firstpfette gelegene Knoten- 
punkt unter einer an ibm angebracbten Einzellast erfuhr, nur 17 
Prozent von jener betrug, die bei Vemacblässigung der Biegungs- 
steifigkeit der Flecbtwerkstäbe zu erwarten gewesen wäre. Die 
Längsspannungen der Stäbe werden sogar in nocb böberem Maße 
vermindert. 

Für den Fall einer der Längsricbtung des Dacbes nach gleicb- 
förmigen Lastverteilung, die aber von einem Kaotenpunkte des- 
selben Querschnittes zum andern beliebig wechseln kann, lassen 
sich die Stabspannungen ebenfalls sehr leicbt berechnen, ohne daß 
man nötig hätte, die von den einzelnen Lasten für sich hervor- 
gebrachten Spannungen getrennt zu berecbnen und sie dann zu 




Abb. 186». 




Abb. lS5b. 

summieren. Li Abb. 135* seien die Lasten P^, P^ usf. beliebig 
gegeben« Man entwerfe den Eräfteplan Abb. 135^, indem man 
zuerst Pj nach 1 und 2 zerlegt, hierauf P^ nach 2 und 3 usf. 
Durch die Strecken ahj hc, cd werden dann jene Lasten ange- 
geben, die man an den ebenen Fachwerkbalken auf den Tonnen- 
seiten 1, 2, 3 anzubringen hat und durch die diese Fachwerk- 
balken auf Biegung in ihrer Ebene beansprucht werden. Hierbei 
hat man zuletzt wieder darauf zu achten, daß jede Pfettenreihe 
(abgesehen von der im Firste) gleichzeitig als Obergurt des einen 
und als Untergurt des andern Fachwerkbalkens auftritt. Die zu- 
gehörigen Zug- und Druckspannungen gleichen sich dann zum 
großen Teile gegeneinander aus. 

In Abb. 136» und 136^ ist dasselbe für den Fall einer Be- 
lastung durch Winddruck ausgeführt. Dabei ist vorausgesetzt, daß 
die Widerlagsmauer nicht hinreichend widerstandsfähig gegen hori- 
zontale Kräfte ist, so daß auch in den Auflagerpunkten noch ein 
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Winddruck Pq von dem Träger aufzunehmen ist. Natürlich dürfen 
in diesem Falle die Diagonalen in den Eächem der untersten 
Tonnenseite nicht fehlen. — Auch hier werden die von den ebenen 
Fachwerkbalken aufzunehmenden Lasten durch die Strecken ab,hc,cd 
des Ejräfteplanes angegeben, und die Pfeile, nach denen sie an diesen 





Abb. 136 b. 

Balken biegend angreifen, sind in Abb. 136* eingetragen. Die 
weitere Berechnung der Stabspannungen, die zu diesen Lasten ge- 
hören, erfolgt wie im vorigen Falle. 

Ein von Löhle in Zürich zur Anwendung gebraches Flecht- 
werkdach möge hier auch noch erwähnt werden Zur Überdachung 
eines größeren Werkstattraumes verwendet man gewöhnlich der 
besseren LichtzufOhrung wegen ein sogenanntes „Sägedach'' von dem 
aus Abb. 137 ersichtlichen Umrisse. Nach der älteren Bauart unter- 
stützte man die Dachflächen durch eine Reihe kleiner Binder, die die 

Spannweiten Ä bis C 
usf. überdecken und 
sich bei Ä und C auf 
ünterzüge stützen, die 
zwischen den in größe- 
ren Abständen stehen- 
den Pfeilern angeord- 
net sind. Anstatt dessen führt Löhle auf den Tonnenseiten, die 
sich in den Strecken ÄB^ BG usf. projizieren, ebene Fachwerk- 
balken aus, von denen je zwei aneinander grenzende die dazwischen 
liegende Gurtung gemeinsam haben. Hierdurch werden nicht nur die 
Binder, sondern auch die vorher erwähnten ünterzüge entbehrlich 
gemacht und für den Fall von großen (zur Zeichenebene senkrecht 
gemessenen) Pfeilerentfemungen wird eine ziemlich erhebliche 
Materialersparnis erzielt. 

Gegenüber der in Abb. 133 gezeichneten Anordnung besteht ein 
unterschied nur in der abweichenden Querschnittslinie der Tonne; 
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die vorher auseinandergesetzte Berechnung kann daher auf diesen 
Fall ohne weiteres Übertragen werden. 

§ 47. Fleohtwerkträger eines Krangerfistes. 

In Abb. 24a, S. 52 war ein ebenes Traggerüst für einen 
Kran dargestellt und im zugehörigen Kräfteplane Abb. 24^ 
waren die Stabspannungen ermittelt worden, die darin durch 
eine am Ausleger angreifende Last ^ hervorgerufen werden. 

Dabei mußte aber vorausgesetzt werden, daß die Eich 
tungslinie der Last % in der Ebene des Binders liege, denn 
gegen Kräfte, die senkrecht zur Binderebene gerichtet sind, 
ist ein ebener Stabverband, wenigstens in seiner Eigenschaft 
als Fachwerk, nicht widerstandsfähig. 

Nun ist freilich bei einem Krane der bei jener Gelegenheit 
vorausgesetzte Belastungsfall der wichtigste. Es kann aber 
immerhin auch vorkommen, daß die am Ausleger angreifende 
Kraft entweder selbst eine zur Binderebene senkrechte Kom- 
ponente hat oder daß daneben andere Lasten (Winddruck u. dgl.) 
vorkommen, die zu dieser Ebene senkrecht stehen. Man muß 
daher auch für eine gewisse Steifigkeit der Konstruktion senk- 
recht zur Binderebene sorgen. Dies kann nun zwar auf ver- 
schiedene Art geschehen; am wirksamsten geschieht es aber 
durch den Übergang vom ebenen zum räumlichen Fachwerke. 

Man kann sich hier die Aufgabe stellen, aus der ebenen 
Binderfigur heraus einen räumlichen, statisch bestimmten 
Fachwerkträger zu entwickeln, der gegenüber Lasten, die in der 
Symmetrieebene liegen, im wesentlichen ebenso wirkt, wie 
vorher der ebene Binder, dabei aber zugleich noch imstande 
ist, gegenüber Lasten, die senkrecht zu jener Ebene gerichtet 
sind, als Fachwerkträger, d. h. unter ausschließlicher Bean- 
spruchung der Stäbe auf Zug oder Druck zu widerstehen. Auch 
diese Aufgabe läßt noch verschiedene Lösungen zu. Die ein- 
fachste wird durch Abb. 138 in axonometrischer Zeichnung 
angegeben. Dabei sei bemerkt, daß auch die gestrichelten 
Linien Stäbe vorstellen, die nur bei dem betreffenden Be- 
lastungsfalle spannungslos sind. 
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Daß der Träger statisch bestimmt ist, erkemit man am 
einfachsten daraus, daß sich die zu dem oberen Teile gehörigen 
Stäbe zu Dreiecken zusammenschließen, die einen inneren Baum 
vollständig umgrenzen. Der obere Teil bildet daher ein voll- 
ständiges Flechtwerk, das durch die sechs unteren Stäbe starr 
mit der festen Erde verbunden ist. Mit Ausnahme der ge- 
strichelt ausgezogenen Diagonale in dem nach unten gekehrten 
trapezförmigen Fache des Flechtwerkmantels ist die ganze An- 
ordnung symmetrisch. Man kann aber die Symmetrie auch 
vollständig machen, indem man in dieses Fach eine zweite 

Diagonale einschiebt. Wir 
wissen schon, daß die 
statische Unbestimmt- 
heit, die hierdurch ein- 
geführt wird, unerhebUch 
ist, da sie sich nur auf 
die zu demselben Fache 
gehörenden Stäbe er- 
streckt und daß auch 
selbst für diese Stäbe 
sofort klare Verhältnisse 
geschaffen werden, so- 
bald man annimmt, daß 
beide Diagonalen als 
Gegendiagonalen ausgebildet, d. h. nur gegen Zug widerstands- 
fähig konstruiert werden. 

Der Aufriß des räumlichen Trägers stimmt genau mit der 
früheren Binderfigur überein. Daher kann auch die Berechnung 
der Stabspannungen für solche Lasten, die in der Mittelebene 
Hegen, aus der früher für den Binder durchgeführten Berechnung 
ohne weiteres abgeleitet werden. Wenn sich nämlich Kräfte 
an einem Punkte im Baume im Gleichgewichte halten und man 
projiziert sie alle auf eine Ebene, so ist auch die geometrische 
Summe ihrer Projektionen gleich Null. Auf die Linien der 
Binderfigur projizieren sich aber die Stabspannungen des räum- 
lichen Trägers und die im Eräfteplane der Abb. 24^ erhaltenen 
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Strecken geben daher ohne weiteres die Summe der Aufriß- 
projektionen der Spannungen jener Stäbe an, die sich in der 
Binderfigur, als Aufriß des räumlichen Trägers betrachtet, 
übereinander decken. 

Der synunetrischen Anordnung und Belastung wegen, läßt 
sich femer an jedem Knotenpunkte dadurch Gleichgewicht 
herstellen, daß man die Spannungen der spiegelbildUch zu- 
einander liegenden Stäbe gleich groß und von gleichem Vor- 
zeichen annimmt, die einzelne, unsymmetrisch vorkommende 
Diagonale dagegen spannungslos läßt. Da der Träger statisch 
bestimmt und daher nur ein einziges Gleichgewichtssystem von 
Spannungen möglich ist, muß die genannte Diagonale hiemach 
auch wirklich spannungslos sein. Die aus dem Kräfteplane 
der Abb. 24^ entnommenen Strecken geben sofort die in der 
Mittelebene liegenden Besultierenden der Stabspannungen an, 
die sich in den entsprechenden Seiten der Binderfigur über- 
einander decken. Man braucht daher nur nachträgUch noch 
eine Zerlegung der durch den Kräfteplan gelieferten Besul- 
tierenden nach den Bichtungen der betreffenden Stäbe vorzu- 
nehmen, was etwa im Grundrisse geschehen kaim. 

Von jenen Stäben, die selbst in der Mittelebene liegen 
und die sich daher hn Aufrisse nicht mit andern überdecken, 
liefert der ebene Kräfteplan schon unmittelbar die Spannung, 
ohne daß eine weitere Zerlegung nötig wäre. Für jene Stäbe 
endlich, die senkrecht zur Mittelebene stehen und sich daher 
im Aufrisse als Funkte projizieren, findet man die Spannungen 
nachträglich durch Zeichnen von Kraftecken für einen ihrer 
Endpunkte im Grundrisse. Da die übrigen Stabspannungen 
schon sämtlich bekannt sind, können diese Kraftecke ohne 
weiteres aufgetragen werden. 

Da alle diese Zerlegungen sehr einfach sind, habe ich die 
Beigabe einer besonderen Zeichnung des Kräfteplanes für ent- 
behrlich gehalten. Dagegen sind in Abb. 138 jene Stäbe, die 
für den Fall einer senkrechten Last am Ausleger gedrückt 
sind, durch Schattenstriche hervorgehoben und die spannungs- 
losen durch gestrichelte Linien angegeben. 
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Wenn die Last am Aneleger eine bdiebige Biohtang im 
Baume bat, hört die eymmetriscbe Spannungsverteilnng auf 
und das bisher besprochene Veifabien ist daher nicht mehr 
anwendbar. Man zerlegt die Last in diesem Falle am besten 
in zwei Komponenten, von denen eine in der Mittelebene Uegt 
and die andere senkrecht zu ihr steht, and berechnet die von 
jeder dieser Komponenten für sich hervorgerufenen Spannui^en, 
die mau dann nachträgUch summieren kann. Für den ersten 
BelastungBfall ist die Li^ung schon bekannt; es bleibt also 
nnr noch der zweite zu untersuchen. 

In Abb. 139 ist zunSohst wieder eine asonometmche Zeicbnusg 
^ des Erangerüstes gege- 
-"^ ben, in der genau wie 
vorher die bei dem jetzt 

TOrliegenden Belas- 
tongsfalle spannungslos 
bleibenden Stitbe durch 
,- -»^ / gestrichelte Linien an- 

fx"- i / gegeben sind. Wir 

/ \^ Ä/ wollen uns znn&cbst 

iJ \^ ^' überzeugen, d&B diese 

? ' p in der Tat spannungslos 

/ ' ■ bleiben mfissen. 

^EL, Denkt man sieb .die 

sechs Stäbe, die den 
Ahb. i»e. oberen Flechtwerk- 

kSrper mit der festen 
Erde verbinden, durchschnitten, so mfisaen die an den Schnittstellen 
als äußere ErBfte anzubringenden Stabspannungen mit der Last $ am 
Ausleger ein Gleichgewichtssystem bilden. Fflr eine Momentenachse, 
die durch die Anflagerpunkte Z und Xf gelegt ist, verschwinden 
die Ifomente von $ und von den vier von diesen Punkten ausgehen- 
den Stabs pannungen. Die Summe der Momente der beiden am Knoten- 
punkte I angreifenden Stabspanunngen YIII, I nnd 2X, I mnß da- 
her ebenfalls gleich Null sein. Nan kann man sich diese beiden 
Spannungen zu einer am Knotenpunkte I angreifenden Besultierenden 
vereinigt denken. Die Besoltierende muß in der Ebene J, VJII, IX 
enthalten sein, die zur Homentenachse par&llel ist, nnd damit ihr 
Moment zu Null wird, muß sie selbst zur Momentenachse parallel sein. 
Nachdem man dies erkannt h&t, wende man den Momenten- 
satz nochmals fOr eine durch den Knotenpunkt YII in lotrechter 
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Bichtung gelegte Momentenachse an. Auch für diese Achse ver- 
schwinden die Momente von $ und von den zu den Auflagerpunkten 
X und XI gehörigen Stabspannungen. Dies erkennt man aus dem 
in Abb. 140^ gezeichneten Grundrisse, aus dem hervorgeht, daß 
sich die Ebenen X, 11^ VI und XI, 7F, V in der jetzt als Mo- 
mentenachse gewählten Geraden schneiden. Demnach muß auch 
für diese Momentenachse das Moment der am Knotenpunkte I ge- 
bildeten Resultierenden aus den Stabspannungen VIII, I und IX, I 
gleich Null sein. Wir erkannten aber schon vorher, daß diese 
Besultierende, falls sie überhaupt besteht, nur parallel zur vorigen 
Momentenachse gehen kann. Wäre sie von Null verschieden, so 
könnte ihr Moment für die jetzt gewählte Momentenachse nicht 
verschwinden, da die beiden Linien windschief zueinander liegen. 
Die Besultierende muß also Null sein und daher müssen auch die 
Stäbe, aus deren Spannungen die Besultierende gebildet war, beide 
Spannimgslos sein. 

Die drei übrigen Stäbe, die noch vom Knotenpunkte I ausr 
gehen, müssen nun auch spannungslos sein, da zwischen drei Kräften, 
die nicht in derselben Ebene liegen, nur dadurch Gleichgewicht 
hergestellt werden kann, daß man sie alle drei gleich Null setzt. 
Wir kommen femer zum Stabe III, VII Daß dieser spannungs- 
los ist, folgt daraus, daß die Kraft $ am Knotenpunkte VII mit 
den beiden andern von diesem Knotenpunkte ausgehenden Stäben 
in einer Ebene liegt. Die vierte, mit den drei andern nicht in 
derselben Ebene liegende Kraft muß daher gleich Null sein. Schließ- 
lich bleibt noch der Stab II, VI. Auch bei ihm folgt der Schluß, 
daß er spannungslos sein muß, daraus, daß die drei andern vom 
Knotenpunkte II ausgehenden Stabspannungen in einer Ebene liegen. 
Dabei ist zu beachten, daß man vorher schon erkannte, daß Stab 
II, I spannungslos ist. 

um femer die Spannungen der bei dem betrachteten Belastungs- 
falle in Tätigkeit kommenden Stäbe zu ermitteln, erwäge man vor- 
erst, daß der Träger in den Punkten X imd XI Auflagerkräfte' 
S( und S9 überträgt, die mit der Last $ ein Gleichgewichtssystem 
bilden. Zugleich muß 9( in der Ebene der beiden sich in X an- 
schließenden Stäbe enthalten sein, da Sl auch mit den Spannungen 
dieser Stäbe im Gleichgewichte sein muß. Entsprechendes gilt für 93. 
Daraus folgt, daß die Bichtungslinien von S( und 93 sich mit $ 
im Knotenpunkte VII schneiden müssen. 

Nach diesen Vorbemerkungen kann man zu der in Abb. 140® 
in Grundriß und Aufriß ausgeführten Kräftezerlegung schreiten. 
Die Kraft $ zerlegt man zuerst im Grundrisse nach den Bichtungen 
von l)^ und h^ oder auch von Sl und 99, denn diese Bichtungen 
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Abb. liOa . . . . 



Abb. 140b . . . . 



Abb. 140o . . . • 




Abb. 140 d. 



Abb. 140 e. 
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decken sich hier. Im Aufrisse decken sich sowohl h^ und b^j woför 
kurz h geschriehen ist, als auch 91 und 83. 

Dann folgt Abb. 140^. Man zerlegt hier S, das von der 
vorigen Zeicbnnng übernommen wird, in die Stabspannungen h 
und i. Der Grundriß des Eräftedreieckes bildet eine Gerade. Auch 
die von S3 am andern Auflagerpunkte hervorgerufenen Stabspan- 
nungen sind hiermit bekannt; sie sind ebenso groß, als die ihnen 
auf der Vorderseite entsprechenden, aber von entgegengesetztem 
Vorzeichen. Dies folgt schon aus der bereits beim vorigen Be- 
lastungsfalle angestellten Überlegung über die Stabspannungen in 
der Binderfigur, die den Aufriß des räumlichen Trägers bildet. Die 
Projektion von $ im Aufrisse ist nämlich im vorliegenden Falle 
gleich Null; daher sind auch die Stabspannungen im Binder gleich 
Null, d. h. die sich im Aufrisse auf denselben Linien überdeckenden 
Projektionen der Stabspannungen des räumlichen Trägers sind von 
gleicher Größe und entgegengesetztem . Vorzeichen. Auch schon 
auf Grund dieser Überlegung hätte man den Nachweis erbringen 
können, daß die in der Mittelebene selbst liegenden Stäbe a und d 
spannungslos sein müssen. Im Qbrigen ist darauf auch bei den 
weiter folgenden Zerlegungen Rücksicht zu nehmen. 

Wir kommen nun zu Abb. 140®, die zwei verschiedene Grund- 
risse und einen zu beiden gehörigen, gemeinsamen Aufriß umfaßt. 
Der obei*e Grundriß samt dem Aufrisse bildet das Krafteck für den 
Knotenpunkt VI (siehe wegen der Numerierung der Knotenpunkte 
die zugehörige axonometrische Zeichnung in Abb. 139); der untere 
Grundriß gehört zu dem hinter FJ, synmietrisch dazu liegenden 
Knotenpunkte V, Vom Kraftecke für den Knotenpunkt VI kennt 
man bereits die Stabspannungen i^ und h^. Diese sind im Auf- 
risse im Sinne ihrer Pfeile aneinander gereiht; im Grundrisse über- 
decken sie sich. Dann zieht man im Aufrisse die Parallelen zu c 
und n. Im Grundrisse tritt dazu noch die Stabspannung Z, die 
sich im Aufrisse als Punkt projiziert. Damit sind die Projektionen 
des windschiefen Kräftefünfeckes für den Knotenpunkt VI bereits 
gefunden. 

Für den Knotenpunkt V gilt derselbe Aufriß; nur hat jetzt 
die vorher mit n bezeichnete horizontale Seite bei ihm die Be- 
deutung von g^. Auch hier ergibt sich die Stabspannung l von 
neuem und sie muß natürlich ebenso groß ausfallen als im vorigen 
Kraftecke. 

Nun fehlt nur noch die Spannung der mit e bezeichneten 
Stäbe. Sie folgt aus dem Kräftedreiecke für den Knotenpunkt IL 
Dieses ist in Abb. 140^ in umgeklappter Lage, also in wahrer 
Gestalt, und zwar mit punktierten Linien eingetragen. Dazu wurde 
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schon im Aufrisse e in die Mittelebene umgeklappt und zu der 
hierdurch gefundenen, punktiert ausgezogenen Richtung (e) die 
Parallele (e) in Abb. 140* gezogen. 

Nachträglich hat man noch die wahren Längen der im Auf- 
risse und Grundrisse gegebenen Stabspannungen zu ermitteln und 
sie nach dem gewählten Kräftemaßstabe auszumessen. Die dazu 
nötigen Linien sind in der Zeichnung weggelassen. 

§ 48. Anwendung des StabvertausoliiuigSTerfahrens 
auf die Berechnung räumlicher Fachwerke. 

Wenn andere Mittel zur Berechnung der Stabspannungen 
in statisch bestimmten räumlichen Fachwerkträgern versagen, 
kann man stets durch das schon in § 35 für das ebene Fachwerk 
auseinandergesetzte Hennebergsche Verfahren der Einführung 
von Ersatzstäben zum Ziele gelangen. Dieses Verfahren ist 
nämlich für räumliche Fachwerke genau ebenso wie für ebene 
anwendbar und Henjieberg hat es auch schon von Anfang 
an für beide Fälle angegeben, obschon er es zunächst nur für die 
Berechnung ebener Fachwerke wirklich verwendet hat. Dies 
ist später von Müller-Breslau geschehen. 

Schon in einigen andern Fällen, die in diesem Abschnitte 
behandelt wurden, kann man die Untersuchung auch mit Hilfe 
des Stabvertauschungsverfahrens durchführen. Man gewiimt 
aber dadurch nichts. Vielmehr beschränkt man die Anwendung 
des Verfahrens am besten auf solche Fälle, in denen einfachere 
Wege nicht mehr zum Ziele führen. 

Ein solcher Fall liegt bei einer Kuppel vor, die von Zim- 
mermann, dem hervorragenden Techniker im Preußischen 
Ministerium der öffentlichen Arbeiten für das Reichstagshaus 
in Berlin entworfen und ausgeführt wurde. Abb. 141 zeigt den 
Grundriß der Zimmermannschen Kuppel in etwas verallge- 
meinerter Darstellung. Auf den Aufriß kommt es vorläufig 
nicht an, wenn man nur beachtet, daß die Kuppel aus zwei 
Stockwerken besteht, daß femer der Fußring und der mittlere 
Bing achteckig sind, während der Nabelring quadratisch ge- 
staltet ist. Die 12 Knotenpunkte der beiden oberen Binge werden, 
wie man durch Abzählen findet, gegen den zur festen Erde 
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gehörigen Faßring durch 36 Stäbe abgestützt. Das Stabgerüst 
ist daher statisch bestimmt. Daß kein Ausnahmefall vorliegt, 
schließt man, wie gewöhnlich, aus der weiterhin folgenden 
statischen Berechnung. 

Der in Abb. 141 mit X bezeichnete Knotenpunkt des 
Nabelringes möge eine behebig gegebene Last P tragen, während 
alle übrigen Knotenpunkte unbelastet sind. Man soll die zu 
dieser Belastung gehörigen Stabspannungen berechnen. 

Zu diesem Zwecke denke man sich irgend zwei passend aus- 
gewählte Stäbe, die in der Abbildung mit X und Y bezeichnet 
sind, durchschnitten 
und die in ihnen 
auftretenden, vor- 
läufig unbekannten 
Spannungen durch 
äußere Kräfte, die 
an den Endknoten- 
punkten als Lasten 
anzubringen sind, er- 
setzt. Dadurch kann 
an dem Gleichge- 
wichtszustande des 
ganzen Verbandes 
nichts geändert wer- 
den, ffills nur vor- 
ausgesetzt wird, daß die Spannungen X und Y passend gewählt 
wurden. Um die* Ersatzstäbe, die wir an Stelle der Stäbe X und 
Y einzuführen hätten, um das Fach werk zu einem einfachen zu 
machen, brauchen wir uns vorläufig nicht zu kümmern; später 
wird sich von selbst herausstellen, wie diese Wahl getroffen 
werden kann. 

Nun beginne man mit dem Zeichnen der Eräftepläne fUr den 
nach Wegnahme der beiden Stäbe verbliebenen Euppelrest. Daß 
man die wahren Größen der Stabspannungen X und Y und der 
ihnen an dem Euppelreste entsprechenden Lasten noch nicht kennt, 
stört dabei nicht viel, indem man sich des schon bei der Be- 
rechnung der Netzwerkkuppel in § 43 benutzten Mittels bedienen 
kann, den Maßstab des Kräfteplanes einstweilen unbestinunt zu 
lassen, so daß man die erste Kraft, die man beim Zeichnen des 
Ejräfteplanes aufzutragen hat, durch eine beliebig lange Strecke 
zur Darstellung bringen kann. 




Abb. 141. 
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Freilich kommen hier zwei Lasten, X und F, vor, die man 
beide noch nicht kennt und deren Verhältnis ebenfalls unbekannt 
ist. Man kann daher nicht beide in denselben Eräfteplan ein- 
tragen. Dagegen steht nichts im Wege, zuerst nur X am Euppel- 
reste anzubringen und hierfür einen Eräfteplan in unbestimmt ge- 
lassenem Maßstabe zu zeichnen und hierauf mit Y ebenso zu 
verfahren, wobei der dazu gehörige Eräfteplan in irgendeinem 
andern unbestimmt gelassenen Maßstabe aufzutragen ist. Sei nun 
etwa 1 mm "» m kg der Maßstab des ersten und 1 mm => n kg 
der Maßstab des zweiten Eräfteplanes, so ist die in irgendeinem 
Stabe i durch das Zusammenwirken beider Lasten hervorgerufene 

Stabspannung 8i r> «^ . 

Si = mxi + nyi, 

wenn mit Xi und yi die aus beiden Eräfteplänen zu entnehmenden 
Spannungen bezeichnet werden, die dem Stabe i entsprechen. Es 
kommt also dann nur noch darauf an, nachträglich die beiden 
Unbekannten m und n zu ermitteln, um die Aufgabe vollständig 
zu lösen. Hierbei ist zu beachten, daß m und n sowohl positive 
als negative Größen sein, können; denn beim Zeichnen beider 
Eräftepläne setzt man einstweilen voraus, daß X und T Zug- 
spannungen seien. Ist aber eine von ihnen in Wirklichkeit eine 
Druckspannung, so sind nachträglich noch alle Vorzeichen in dem 
betreffenden Eräftepläne umzukehren, was dadurch geschieht, daß 
man m oder n einen negativen Wert beilegt. 

Nachdem man beide Eräftepläne vollständig durchgeführt hat, 
ergeben sich am Schlüsse von selbst die Bedingungen, denen die 
Unbekannten m und n genügen müssen und aus denen sie sich 
berechnen lassen. Ist man nämlich zum belasteten Enotenpunkte 
gelangt, so findet man, daß dort in jedem der beiden Eräftepläne 
nur noch zwei Stabspannungen nicht vertreten sind. Man zerlegt 
daher die Resultierende der übrigen Spannungen nach diesen beiden 
Bichtungslinien und nach der Bichtungslinie der gegebenen Last P. 
Bezeichnet man die in die Bichtung von P fallenden Eräfte in 
beiden Eräfteplänen mit Fx und Py, so muß 

p =, mPx + nPy 

sein und hiermit hat man schon eine der beiden Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Unbekannten m und n. 

Die zweite ergibt sich, nachdem man zum letzten Enoten- 
punkte (XII in Abb. 141) gelangt ist. Dort sind die Spannungen 
24 und 28 in beiden Eräfteplänen schon vertreten. Da aber an 
diesem Enotenpunkte nur vier Stäbe angreifen, muß die Besul- 
tierende aus den Spannungen Sn und 8%% in die Schnittlinie der 
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durch sie und der durch die beiden andern Stöbe gelegten Ebenen 
fallen. Hiemach kann das Verhältnis beider Stabspannungen 
durch Zeichnen eines Eräftedreieckes ermittelt werden. Bezeichnet 
man dieses Verhältnis mit a, so lautet die zweite Bedingongs- 
gleichung, der m und n genügen müssen, 



^M »»«28 + ♦»y» 



a. 



Die Auflösung beider Bedingungsgleichungen liefert m und n nach 
Größe und Vorzeichen. 

Die Bezeichnungen in Abb. 141 sind so gewählt, daß die 
Aufeinanderfolge der Stabnummem zugleich angibt, in welcher 
Reihenfolge die zugehörigen Stabspannungen in den Kräfteplänen 
X imd T gefunden werden. 

In Abb. 141 war der bequemeren Übersicht wegen Yoraus-' 
gesetzt, daß die Seitenflächen des unteren Euppelgeschosses eben- 
falls in geneigten Ebenen liegen sollten. Dadurch sollte yermieden 
werden, daß sich im Grundrisse einzelne Stabprojektionen über- 
einander deckten. Bei der im Beichstagshause ausgeführten Zimmer- 
mannschen Kuppel liegen die Seitenflächen des unteren Kappel- 
geschosses in lotrechten Ebenen. Dadurch ändert sich aber nichts 
im Gange der Untersuchung; die Ausführung der Zeichnung wird 
dadurch nur noch etwas erleichtert. 

In den Abb. 142 bis 148 (S. 292) ist die ganze Kräfte- 
zerlegung für das wirklich zur Ausführung gebrachte Stabgerüst 
im Maßstabe durchgeführt. Die Zeichnung wurde zuerst in 
größerem (etwa doppelt so großem) Maßstabe aufgetragen und 
dann auf das hier zur Verfügung stehende Format yerkleinert 

Abb. 142^ und 142^ stellen die Kuppel in Aufriß und 
Grundriß dar; die Bezeichnimgen sind hier etwas anders gewählt, 
als in Abb. 141. Im Aufrisse sind die nach hinten zu liegenden 
Stäbe durch stark gestrichelte Linien dargestellt. Als Stab X ist 
der Diagonalstab 11, als Stab T der Nabelringstab 3 ausgewählt. 
Knotenpunkt I trägt eine lotrecht gerichtete Last von 1000 kg. 

In die Bisse der Kuppel sind auch alle Schnittlinien von 
Ebenen eingetragen, die man bei den nach dem Culmannschen 
Verfahren vorgenommenen Kräftezerlegungen nötig hatte. Dagegen 
sind die Hilfslinien, die zur Ermittelung dieser Ebenenschnitt- 
linien dienten, in der Zeichnung weggelassen worden. Jene 
Schnittlinien, die man zum Auftragen des Kräfbeplanes X braucht, 
sind als feine Linien durchgezogen, die zum Kräfteplan Y ge- 
hörigen sind fein punktiert angegeben; wo zwei davon zusammen- 
fallen, steht eine durchgezogene Linie. Sowohl in der Kuppelflgur 

FOppl: Gnphitohe Stetik. 8. Aufl. 19 
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als in den Er&fteplftnen sind die EbenenschnitÜinien mit kleinen 
lateinischen Buchstaben bezeichnet, wobei zur besseren Unter- 
scheidung den zum Ki^fteplane T gehörigen ein Strich beigesetzt wurde. 
Zuerst wurde der Eräfteplan X in Abb. 143 aufgetragen. 
Er wurde mit der in beliebiger GrOße gewählten Strecke X be- 
gonnen. Aus der Betrachtung des Knotenpunktes m erkennt 
man zunftchst, daß Stab 10 in diesem £[räfteplane spannungslos 
ist, da die drei übrigen Stabe 2, 8, 9 in einer Ebene liegen. 
Am Knotenpunkte XI greifen daher, außer X, das Yorlftufig als 
Zugspannung vorausgesetzt wird, nur noch die Stabspannungen 20, 
21, 82 und 31 an, Yon denen aber die drei letztgenannten in 
einer Ebene liegen. Man ermittelt die Schnittlinie h dieser Ebene 
mit der durch X und 20 gelegten Ebene und zerlegt im Kräfte- 
plane X nach h und 20. Damit hat man das erste Kräftedreieck 
im Kräfteplane X. Dann geht man zum Knotenpunkte X über. 
Hier kann man 20 ohne weiteres nach 9, 19 und 30 zerlegen 
(die Diagonale 29 geht so wie in Abb. 141 die dort mit 11 be- 
zeichnete Diagonale, greift also hier an Knotenpunkt IX an). 

Es wird genügen, wenn ich hier nur die Reihenfolge der 
Knotenpunkte anführe, an denen sich dann die weiteren Kräfte- 
zerlegungen abspielen; es sind dies, mit Einschluß der schon 
angeführten, die Knotenpunkte III, XI, X, III, 11, IX, Vm, II, 
I, Vn, VI. Wo hier eine Ziffer zweimal vorkommt, ist dies 
dahin zu deuten, daß man beim erstmaligen Vorkommen noch 
nicht alle zugehörigen Stabspannungen ermitteln kann, sondern 
jene, die unter sich in einer Ebene liegen, einstweilen unbestimmt 
lassen muß. Beim zweitmaligen Auftreten des betreffenden Knoten- 
punktes vermag man dann auch die vorher imbestimmt gelassenen 
zu ermitteln. So konnte gleich zu Anfang bei Betrachtung des 
Knotenpunktes III nur geschlossen werden, daß die Spannung 10 
gleich Null ist. Nachdem man aber aus Knotenpunkt X inzwischen 
die Spannung von 9 gefunden hat, kann man zu III zurückkehren 
und dort 2 und 8 ermitteln. Geradeso verhält es sich auch mit 
dem zweimaligen Auftreten von Knotenpunkt IL 

Nachdem der Kräfteplan X in Abb. 143 bis zum Knoten- 
punkte VI fortgeführt ist, muß man zu dem andern Endknoten- 
punkte des Stabes X, nämlich zu IV zurückkehren und von dort 
aus die Kräftezerlegungen nach der andern Seite hin weiterführen. 
Diese Fortsetzung ist in einer besonderen Figur, Abb. 144, dar- 
gestellt. Man zerlegt erst X im Knotenpunkte IV nach 4, 13, 
12 und geht von da zu den Knotenpunkten XII und V weiter. 

Hiermit ist der erste Teil der Aufgabe erledigt. Der zweite 
Teil besteht in dem Auftragen des Kräfteplanes F, wobei man 
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ganz ähnlicli wie vorher verfährt Der Deutlichkeit wegen ist 
jedoch dieser Erafteplan in 3 Teile, Abb. 145, 146 und 147 aus- 
einandergezogen, von denen die beiden ersten Teile zusammen- 
genommen der Abb. 143 des vorigen Eräfteplanes entsprechen, 
während sich Abb. 147 auf dieselben Knotenpunkte wie 
vorher Abb. 144 bezieht Begonnen wurde mit Abb. 145, 
bei der sich Aufriß und Grundriß der Platzerspamis wegen zum 
Teil überdecken. Die in beliebiger Größe aufgetragene und zu- 
nächst als Zugspannung vorausgesetzte Spannung Y wird am 
Knotenpunkte III nach 10 und der Ebenenschnittlinie a' zer- 
legt Dann folgt am Knotenpunkte XI die Zerlegung von 10 
nach 20 und der Ebenenschnittlinie h'. Im ganzen konunen in 
Abb. 145 die Kraftecke fClr die Knotenpunkte in der Reihen- 
folge III, XI, X, III, n, IX vor. Man sieht , daß diese Reihen- 
folge genau mit der schon beim Kräfteplane X eingehaltenen über- 
einstimmt 

Am Knotenpunkte IX hat man, wie noch beispielsweise er- 
wähnt werden mag, zuerst die schon vorher ermittelten Span- 
nungen 19, 8, 7, die alle drei Zugspannungen sind, zu einer 
Resultierenden R[ zusammenzufassen, deren Richtungslinie in die 
Kuppelzeichnung einzutragen, hierauf durch sie und 18 eine Ebene 
zu legen, deren Schnittlinie mit der durch 19 und 29 gehenden 
Lotebene mit ^ bezeichnet ist, und nach diesen Yorbereitimgen 
B[ nach 18 und cf im Eoräfteplane zu zerlegen. Stab 18 erfährt 
hiemach eine Druckspannuiig. 

Die Stabspannung 18 wird in Abb. 145 schon durch eine 
irorhältnismäßig große Strecke dargestellt Wollte man in der- 
selben Weise fortfahren, so würde man, da die folgenden Span- 
nungen noch größer ausfallen, in Abb. 145 bald mit dem Platze 
nicht mehr ausreichen. Deshalb ist die weitere Fortsetzung des 
Kräfteplanes in Abb. 146 in Yi ^^^ vorhergehenden Größe ge- 
zeichnet Abb. 146 umfaßt in diesem neuen Maßstabe die Kraft- 
ecke fElr die Knotenpunkte YIII, II, I, VII, VI in der angegebenen 
Reihenfolge, wobei dem Knotenpunkte YIII das Dreieck aus 18, 
6 und der Ebenenschnittlinie e! entspricht. Der Maßstab für 
Abb. 146 sei 1 mm » n kg; dann ist der Maßstab für Abb. 146 

1 mm s= -T- kg. 

Schließlich gibt noch Abb. 147 den Kräfteplan für die nach 
der andern Seite hin liegenden Knotenpunkte lY, XI [ und Y an. 
Dieser ist in demselben Maßstabe wie Abb. 145 aufgetragen, also 

so, daß 1 mm » -r- kg bedeutet 

19 • 
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Nim kommt der diitie Tefl des Ver&liieiis. Man entnimmt 
ans den Kralteplanen X nnd T die Besnltierenden ans den 8tab- 
spannnngen 15 nnd 24 am Knotenpunkte YL Diese sind in den 
Ablnldnngen dnrch stndipnnktierte Linien dargestellt mid mit l 
nnd t bezeidmei. Andi die Pfeile dieser Besnltierenden sind mit 
einzntnigen, so wie sie sich ans den xuTor festgestellten Pfeüen 
der Stabspannnngqi ergeben. AndererseitB weiß man aber, daß 
die Besnltierende jener Stabspannnngen 15 nnd 24, die in Wirk- 
lidikeit zustande konmien, in die mit hh' bezeichnete Ebenen- 
schnittlinie am Knotenpunkte YI fiülen mnß. Man kann daher 
das in Abb. 148 im Grmndrisse gezeichnete Kräftedreieck auftragen, 
Yon dem eine Seite in die Biditnng AV fallt, wahrend die beiden 
andern Seiten parallel zu l und t gesogen sind. Auf die Größe 
dieses Kr&ftedreieckes kommt es nicht an, da man mit seiner 
Hilfe nur das VerhÜtnis der beiden zuletzt genannten Seiten er- 
mitteln wilL Diese Seiten sind in Abb. 148 mit L und 1/ be- 
zeichnet und man mißt aus ihnen die Strecken L «» 38,5 und 
L^ B- 8,3 ab, wobei es aber nur aof das Verhältnis 

X - S = 0,2156 

ankonmit. Zugleich erkennt man, daß die Pfeile der durch L 
und L' dargestellten Kräfte, die in dem Kraftedreiecke aufeinander- 
folgen mfLnen, entweder beide mit den in den Krafteplanen X 
und Y festgestellteil Pfeilen von l und t übereinstimmen oder 
ihnen beide entgegengesetzt sein müssen. Der Anteil L der Re- 
sultierenden aus 15 und 24 muß nun aus dem im Spannungsbüde 
X Torkommenden { und der Anteil L' aus dem zu Y gehörigen t 
unter Berücksichtigung der yerschiedenen Maßstabe gebildet werden. 
Dabei brauchen wir uns nur um die Grundrisse dieser Strecken zu 
kümmern, da auch schon Abb. 148 einen Grundriß darstellte. Im 
Grundrisse findet man nun durch Nachmessen in Abb. 143^ 
l » 11,9 mm und aus Abb. 146^ t = 78,6 mm. Hiemach erhalt 
man die Bedingungsgleichung 

454:^=--^- = 0,2155, 
11,9 -ifi L ' ' 

womit zunächst wenigstens das Verhältnis beider Krftftemaßstabe 
bekannt ist. 

Die zweite Bedingnngsgleichung folgt^ aus den Kraftecken 
f&r den mit der Last von 1000 kg behafteten Knotenpunkt I. 
Diese Krafkecke setzen sich in den Aufidssen beider Pläne aus den 
Spannungen der Stäbe 1, 14, 15, 16 und den Strecken P« bezw. 
Py zusammen. Die Stabspannung 4 fehlt, da sie senkrecht zur 
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Aufrißebene stebt. Der Pfeil von P« ergibt sieb senkrecht naeb 
abwärts, der von Py dagegen senkrecbt naob oben bin. Durcb 
Ausmessen beider Strecken erhält man 

Par«- + 112,1 mm ; Py = — 41,7 mm. 

Die Bedingungsgleicbung lautet 

P, • m + JPy • « =- 1000 kg 

oder nacb Einsetzen der Zahlenwerte 

112,1 • m — 41,7 . n = 1000 

und durch Auflösung dieser Gleichung in Verbindung mit der 
yorher aufgestellten erhält man für die bis dahin unbekannten 
Eräftemaßstäbe 

m = 9,04 kg ; n « 0,3 kg. 

Beide Zahlen ergeben sich als positiv und dies sagt ans, daß 
die von vomberein als Zugspannungen angenommenen Spannungen 
X und Y der Stäbe 3 und 11 auch in Wirklichkeit Zugspannungen 
sind. Eine XJmkehrung der Pfeile in einem oder in beiden Exäfke- 
planen ist daher im vorliegenden Falle nicht mehr erforderlich. Man 
findet jetzt die Spannung 8i irgendeines Stabes i ans den beiden 
Spannungsanteilen Xi und y^, die in den Kräffceplänen X und Y vor- 
kommen, nach der schon zuvor aufgestellten Formel 

Die Aufgabe ist also hiermit vollständig gelöst. 

um ein Urteil über die Genauigkeit des graphischen Verfahrens 
im vorliegenden Falle zu erlangen, ließ ich, nachdem aUe Stab- 
spannungen auf Grund der im größeren Maßstabe ausgeführten Zeich- 
nung ermittelt waren, dieselben Spannungen außerdem auch noch 
nach den Zimmermannschen Formeln berechnen. Dabei ergab sich 
in Eilogranmi für die 

Spannung des Stabes 12 3 4 

durch Rechnung . . — 368,5 + 53,8 -f 0,6 — 48,0 

graphisch - 367,9 - 52,2 + 0,7 — 48,1 

Spannung des Stabes 5 6 7 8 

durch Rechnung . . + 427,0 — 200,0 — 135,2 — 103,4 
graphisch + 426,1 - 198,5 - 132,5 — 101,2 

Spannung des Stabes 9 10 11 12 

durch Rechnung . , + 88,4 — 1,7 -f 108,0 — 188,0 

graphisch + 89,0 - 1,0 + 107,2 — 189,0 
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Spannung des Stabes 13 14 15 16 

durch Rechnung . • + 124,8 — 392,0 - 277,0 — 568,0 
graphisch + 121,5 - 393,6 — 276,7 -^ 568,0 

Spannung des Stabes 17 18 19 20 

durch Rechnung . . + 134,4 + 161,2 — 35,5 — 63,9 
graphisch + 134,4 + 168,0 — 36,0 — 64,8 

Spannung des Stabes 21 22 23 24 

durch Rechnung . . + 126,3 + 161,8 + 111,0 + 200,0 
graphisch + 126,6 + 161,6 + 114,6 + 201,5. 

Man erkennt aus dem Vergleiche, daß die auf dem angegebenen 
Wege durch einen geübten Zeichner gefundenen Werte eine fEb: prak- 
tische Zwecke mehr als ausreichende Genauigkeit gewähren. 

Mit den fertig ausgerechnet vorliegenden Zimmermannschen 
Formeln kommt man freilich für jene Anordnung, auf die sich diese 
beziehen, schneller zum Ziele, als mit der Zeichnung, Die Zeich- 
nung liefert aber die Lösung ebenso schnell auch fiir andere Falle, 
die durch die Zimmermannschen Formeln nicht mehr umfaßt werden. 

Das hier eingeschlagene Verfahren weicht zwar von dem Stab- 
vertauschungsverfahren etwas ab; aber der unterschied ist docE nur 
unerheblich« Auch nach dem Stabvertauschungsverfahren nimmt 
man zuerst zwei Stäbe X und T heraus, genau so wie es hier ge- 
schehen war. Als Ersatzstäbe wähle man hierauf einen von der 
festen Erde nach dem belasteten Knotenpunkte (X in Abb. 141) 
in der Richtung der Last P geführten Stab und einen Stab, der 
auch von der festen Erde nach dem Knotenpunkte Xu in Abb. 141, 
etwa in der Ebene der Stäbe 24 und 28 geführt ist. In dem so 
erhaltenen einfachen Fachwerke nimmt nur der erste Ersatzstab die 
Last P auf, alle übrigen Stäbe sind spannungsios. Nun bringt man 
die Spannungen X und Y als äußere Lasten an dem einfachen Fach- 
werke an und zeichnet die zugehörigen Kräfbepläne X und Y, die 
genau mit den vorher konstruierten übereinstimmen. Zuletzt sind X 
und r so zu wählen, daß die Spannungen in den Ersatzstäben ver- 
schwinden. Aber auch diese beiden Bedingungen stimmen genau 
mit jenen überein, die vorher zur Ermittelung der unbekannten Maß- 
stäbe m und n benutzt wurden. 

Man sieht daher, daß das hier angewendete Verfahren und 
das Stabvertauschungsverfahren im Grunde genonmien auf dasselbe 
hinauskonmien. Nur die Überlegung, die zur Lösung führt, stellt 
sich ein klein wenig anders dar, während sich an den Kräfbeplänen 
nichts ändert. Der Unterschied besteht darin, daß man sich nicht 
vorher zu überlegen braucht, wie die Stabvertauschung vorzunehmeu 
ist, um auf ein Fachwerk zu kommen, fOr das sich ohne weiteres 
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ein Kräfteplan zeichnen läßt. Man kann vielmehr irgend zwei passend 
gewählte, benachbarte Stäbe herausnehmen und findet während des 
Zeichnens der Eräftepläne von selbst, wie die Ersatzstäbe zu wählen 
sind oder anstatt dessen, welche Bedingungen von den Stabspannnngen 
X und T erfüllt werden müssen. 



Aufgaben. 

38. Aufgabe. Der in Abb. 149 dargesteUte, (nach einer Aus- 
fiihru/ng in der MarkthaUe m Leipzig als „Leipziger KuppeV* be- 
eeidinete) räumliche Fachwerkträger wird an dem dwrck einen kleinen 
schwarzen Kreis im Grundrisse hervorgehobenen Knotenpwnkte dwrch 
die beliebig gerichtete Last F belastet; man 
soll die Stabspannimgen ermitteHn, 

Lösung. Zunächst sei darauf hin- 
gewiesen, daß diese Kuppel aus der 
Schwedlerschen dadurch hervorgeht, daß 
die Stäbe des zweiten Ringes durch einen 
in ihrer Mitte liegenden Knotenpunkt 
unterbrochen sind, nach dem die Diago- 
nalen hingef&hrt werden. Man gewinnt 
durch diese Zwischenschaltung noch einen 
weiteren Punkt auf jeder Kuppelseite, 
der imyerschieblich fest gehalten ist und 
der als Stützpunkt für die Auflagerung 
der Dachhaut verwendet werden kann. 
Eine solche Einschaltung neuer Knoten- 
punkte ist für den Konstrukteur oft sehr 
wertvoll. 

Ferner überzeugen wir uns durch Abzählen der Knotenpunkte 
und Stäbe, daß der Träger statisch bestimmt ist. Auf jedem Sparren- 
zuge kommen 2 freie Knotenpunkte vor und mit den im zweiten 
Ringe eingeschalteten haben wir daher im ganzen 12 Knotenpunkte, 
zu deren Verbindung mit der festen Erde 36 Stäbe erforderlich sind. 
So viele sind aber auch vorhanden, nämlich 4 im inneren Ringe, 
8 im zweiten Ringe, 8 Sparrenstäbe und 16 Diagonalstäbe, im 
ganzen 36. 

Hierauf suchen wir die bei dem gegebenen Belastungrsfalle span^ 
nungslos bleibenden Stäbe auf. Man betrachte das im Grundrisse 
der Abb. 149 durch eine Schraffierung hervorgehobene Stabdreieck. 
Wir wollen uns dieses Dreieck aus dem ganzen Verbände losgelöst 
denken, indem wir alle nicht dazu gehörigen, von den drei Ecken 
ausgehenden Stäbe wegschneiden und dafür deren Stabspannungen 
ajs äußere Kräfte an diesen Ecken anbringen. Diese äußeren Kräfte 
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müssen dann ein Gleichgewichtssjstem miteinander bilden. Nun liegen 
aber an jeder Ecke die dort weggeschnittenen Stäbe unter sich in 
einer Ebene. Denken wir uns also deren Spannungen zu einer Be6ul- 
tierenden vereinigt, so muß diese auch in derselben Ebene enthalten 
sein. Anderseits muß aber die Resultierende in der Dreiecksebene 
liegen, da sie an dem betreffenden Knotenpunkte mit den Spannungen 
der beiden Dreiecksstäbe im Gleichgewichte steht. Die Resultierende 
kann also nur in die Schnittlinie der beiden Ebenen fallen und da- 
mit kennen wir sofort die Richtungslinien der äußeren Kräfte, die 
an den drei Ecken des Dreieckes anzubringen sind. Bei den zum 
inneren Ringe gehörigen beiden Knotenpunkten fallen diese Richtungs- 
linien mit den Sparrenstäben zusammen und an dem zum zweiten Ringe 
gehörigen Knotenpunkte fällt die Richtungslinie der Resultierenden 
auf die Ringstäbe. 

Diese drei Richtungslinien liegen in einer Ebene; sie schneiden 
sich aber nicht in einem Punkte. Damit Gleichgewicht zwischen den 
drei Resultierenden möglich sei, müssen sie daher alle drei gleich 
Null sein. Demnach sind auch die zu dem Dreiecke selbst gehörigen 
Stäbe spannungslos. 

Dieselbe Betrachtung kann auch noch für das sonst ebenso 
liegende Dreieck auf der nach rechts hin anstoßenden Kuppelseite 

durchgeführt werden und auch für die 
zwischen beiden Kuppelseiten liegenden 
Stäbe findet man hierauf leicht, daß sie 
spannungslos sind. Das Ergebnis dieser 
Betrachtungen ist in Abb. 150 zusammen- 
gestellt, in der die spannungslosen Stäbe 
durch feine, die in Spannung ver- 
setzten durch starke Striche kenntlich 
gemacht sind. 

Wir betrachten ferner das an den 
belasteten Knotenpunkt anstoßende und 
dem schrafüerten gegenüberliegende 
Dreieck 1, 2, 3 in Abb. 149 und 
stellen dafür die gleiche Betrachtung an. Diese führt nur an dem 
belasteten Knotenpunkte zu einem andern Ergebnisse. Denn da 
hier zu den Spannungen der weggeschnittenen Stäbe noch die 
Last P als äußere Kraft hinzutritt, kann die Resultierende aus den 
äußeren Kräften vorerst jede beliebige Richtung haben. Dagegen 
muß die Resultierende der Spannungen der weggeschnittenen Stäbe 
an dem Knotenpunkte, in dem 1 und 3 aneinander stoßen, immer 
noch in die Richtimg des Sparrenstabes und die Resultierende an dem 
Knotenpunkte, in dem 2 und 3 zusammmenstoßen, in die Richtung 
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desBinges fallen. Sachen wir den Schnittpunkt dieser beiden Bichtungs- 
linien auf und verbinden ihn mit dem belasteten Knotenpunkte durch 
die punktiert angegebene Linie, so finden wir damit auch die vorher 
unbestimmt gelassene Bichtungslinie der Besultierenden der äußeren 
Kräfte an der dritten Ecke des Dreieckes. Mit dieser Bichtungslinie 
muB auch die Resultierende der Stabspannungen 1 und 2 an dem 
belasteten Knotenpunkte zusammenfallen. 

Dieselbe Betrachtung läßt sich auch für die andere, an den be- 
lasteten Knotenpunkt anstoßende Kuppelseite durchführen und man 
findet so, daß die Resultierende der Stabspannungen 4 und 5 am 
belasteten Knotenpunkte in die auf dieser Seite angegebene punktierte 
Linie fallen muß. 

Hiermit sind wir aber in den Stand gesetzt, ohne weiteres die 
Kräftezerlegungen vornehmen zu können, die zu den Stabspannungen 
führen. Denn von den fünf Stabspannungen am belasteten Knoten- 
punkte haben wir 1 mit 2 und ebenso 4 mit 5 in zwei Resultierende 
von bekannten Richtungslinien zusammengefaßt, so daß wir nur noch 
nötig haben, P nach diesen beiden Richtungslinien und nach der 
damit nicht in derselben Ebene liegenden Richtung des Sparrenstabes 
zu zerlegen. Die Zerlegung wird noch durch die Bemerkung ver- 
einfacht, daß sich das windschiefe Kräfteviereck im Aufrisse als Drei- 
eck projiziert, da sich zwei der Richtungslinien im Aufrisse über- 
decken. Nachdem die Projektionen des Viereckes gezeichnet sind, 
findet man auch die Stabspannungen 1 und 2, sowie 4 und 5, indem 
man ihre Resultierenden nach den Stabrichtungen zerlegt. 

Vom belasteten Knotenpunkte kann man dann zu den übrigen 
fortschreiten und findet auch bei diesen die Stabspannungen durch 
einfache Zerlegungen nach drei Richtungen im Räume oder nach 
zwei Richtungen in der Ebene. Da alle diese Zerlegungen keinerlei 
Schwierigkeiten machen, sehe ich davon ab, die Kräftepläne hier mit 
au&unehmen. 

39. Aufgabe. In den Ähbüdimgen 151^ bis ^ ist in drei Bissen 
eine Kuppel über einem unregelmäßigen Fünfecke mit offenem Nabel- 
ring gezeichnet. Die eine SeUenwand der Kuppel steht lotreckt. An 
dem mit I bea^eichneten Knotenpunkte greift eine lotrecht nach abwärts 
gehende Kraft P von 1000 kg cm. Man soll zunächst die spannu/ngs- 
losen Stäbe ermitteln und hierauf den Kräfteplan zeichnen. 

Lösung. Der Stabverband ist als eine Schwedlersche Kuppel 
zu betrachten, da es für die Berechnung der durch eine Einzellast 
hervorgebrachten Stabspannungen nichts ausmacht, ob die Grundriß- 
gestalt regelmäßig ist oder nicht. Die Stäbe des Nabelringes sind 
aus den in § 43 besprochenen Gründen alle spannungslos bis auf den 
zwischen den Knotenpunkten I und 11 verlaufenden Stab 1. Die von 
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den Bbrigen KnoteDpnnktea des Nabeirmgea ausgehenden Sparren 
und DiagonalstBbe mflsBen alsdann ebenfalls spuiniingslos sein. Alle 
spannungsloB bleibenden StSbe sind in den Abbildungen 151 mit 
dflnneren Linien, die in Spannung geratenden mit dickeren aus- 
gezogen, wobei die sp&ter als gedrückt erkannten überdies noch dordi 
beigesetzte Schattenstriche herrorgehohen wurden. 

Am Enotoapunkt I mnß auch noch der zum Knotenpunkt IV 
gehende Bparrenstab epannangslos aein, weil P mit den beiden 
Slfibea 1 und 3 in einer Ebene enthalten ist, während jener Stab 




nicht in dieser Kbene liegt. Ben in Abb. 152* im Aufrisse und in 
Abb. ISS*" im Omndrisse gezeichneten Eriifteplan kann man nun mit 
dem durch starke Striche hervorgehobenen Eräftedreiecke für Enoten- 
pniüct I beginnen. Im Grundrisse projiziert sieh dag Dreieck als 
eine Gerade. 

Hieran schUeBt sich ein zweites Dreieck für den EJiotenpunkt II 
mit den Seiten 1, 3, 4. Femer läfit sich am Enotenpunkt /// die 
bereits bekannte Stabspannung 2 nach den Bichtungen der Stäbe 5, 
6, 7 zerlegen. Da die Seiten 6, 7 in einer zum An&isse und Grund- 
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riss« lotrecht stehendeii Ebene enthalten sind, klappt man das Drei* 
eck, das von diesen Seiten nnd der zugehörigen Yierecksdiagonale 
gebildet wird, in den GrandriB um, womit man die wahren Längen 
Yon 6 und 7 erhftlt nnd außerdem den zwischen 6 nnd 7 liegenden 
Viereckspnnkt in GnmdriB nnd Anfriß eintragen kann. Anstatt 
dieses Umklappens hätte man übrigens den Eräfteplan von vornherein 
noch in einem dritten Bisse zeichnen können. 

Nnn kann mau zum Knotenpunkt IV übergehen. Einer von 
den daran angreifenden sechs Stäben ist als spannungslos erkannt 
und von den Stäben 3 und 5 sind die Spannungen bereits ermittelt. 
Beide Stäbe sind gezogen nnd die Seiten 
3 nnd 6 findet man im Kräfteplane bereits 
in solcher Lage vor, daß die Pfeile richtig 
aufeinanderfolgen. Die Terbindungalinie 
der Endpunkte liefert Größe nnd Richtung 
der Resultierenden, die man in der Zeich- 
nung des Stabverbandes am Knotenpunkt 
ZFeintrilgt Dann ist durch diese Resul- 
tierende und Stab 8 eine Ebene gelegt, 
deren OrundriBspnr aufgesucht nnd mit 
aa bezeichnet wnrde. Die Gnmdrißspnr 
der durch die Stähe 9 und 10 gelegten 'i^ 

Ebene föllt mit der zu 10 parallelen Seite 
des untersten Ringes zusammen. Der 
Schnittpunkt mit aa liefert einen Funkt 
der Schnittlinie beider Ebenen, die mit 
Biv beieichnet wnrde, Eierauf kann im 
EiSfteplane zuerst die Resultierende aus 
3 und 5 nach Riy und 8 zerlegt nnd daran 
ein zweites Dreieck aus ^if, 9 und 10 an- ^j^,, j^j^ ^j^ jj,,^ 

gereiht werden. 

Dann geht man zum Knotenpunkt V Über, an dem die Resul- 
tierende aus 4 nnd 10 nach den Stäben II, 12, 13 zu zerlegen ist, 
was wiederum nach dem Culmannschen Ver&hren ausgeführt wurde 
und endlich folgt noch ein Dreieck fßr Knotenpunkt VI. Aus dem 
Ki^fteplane findet man für die mit 1 bis 15 bezeichneten Stäbe der 
Reihe nach die folgenden Spannungen: 

- 920; - 13öO; + 830; — 830; + 660; + 320; - 1160;— 990j 
+ 1200; - 680; + 860; — 1060; + 220; ■- 250; + HO kg. 




Sechster Abschnitt 

Die elastische Formändernng des Faeliwerks nnd das 
statisch nnlestimmte Fachwerk. 

§ 49. Methode von Maxwell nnd Mohr. 

Wir betrachten einen statisch bestinunten Fachwerkträger, 
nehmen an, daß er irgendwie belastet werde und stellen uns 
die Aufgabe, die Verschiebung zu berechnen, die ein beliebig 
ausgewählter Ejiotenpunkt infolge der elastischen Formänderung 
erfährt. Es ist dabei gleichgültig, ob es sich um ein ebenes oder 
um ein räumliches Fachwerk handelt; wenn auch des besseren 
Verständnisses wegen zunächst an ein ebenes Fachwerk als 
Beispiel gedacht werden möge. 

Bei einem steifen Stabverbande sind Gestaltänderungen 
nur infolge der elastischen Längenänderungen der Stäbe mögUch. 
Wir müssen daher zunächst diese berechnen. Die Stabspannimgen 
im statisch bestimmten Träger, die zu der gegebenen Belastung 
gehören, können auf Grund der Lehren der vorhergehenden 
Abschnitte ermittelt werden. Femer ist nach dem Elastizitäts- 
gesetze dL^±-l. 

wenn 8 die ganze vom Stabe aufzunehmende Spannung, F den 
Querschnitt, E den Elastizitätsmodul, { die Länge und ^{ die 
elastische Längenänderung bedeuten. Die Gleichung gibt auch 
das Vorzeichen von ^l richtig an, wenn Zugspannungen durch 
positive Werte von S und Verlängerungen durch positive Werte 
von ^l ausgedrückt werden. 

Für jeden Stab faßt man die drei konstanten und von 
vornherein gegebenen Werte von l, E und F zu einer einzigen 
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Konstanten zusammen, die mit r bezeichnet werden möge, 
indem man 

r = W (59) 

setzt. Hierbei beachte man, daß die in dieser Weise definierte 
Stabkonstante jedenfalls stets positiv sein muß, da weder l, 
noch Ef noch J^ negativ werden können. 

Mit Einführung dieser Bezeichnung erhält man einfacher 

/il^rS (60) 

und nachdem die Spannungen 8 dilrch einen Kräfteplan oder 
sonstwie ermittelt sind, kennt man hiermit auch die Werte 
der ^2 für alle Stäbe. 

Unsere Aufgabe kommt daher nun auf die folgende hinaus: 
Gegeben sind die elastischen Längenände- 
rungen aller Stäbe eines statisch bestimm- 
ten Fachwerkträgers; man soll die dadurch 
hervorgebrachte Verschiebung irgend eines 
Knotenpunktes berechnen. 

Diese Aufgabe ist eine rein geometrisclie. Sie kam uns schon 
früher in nahezu gleicher Form bei der analytischen Untersuchung 
des Ausnahmefalles beim ebenen Eachwerke in § 39 vor. Damals 
war il zxL Stelle von Jl geschrieben und vorausgesetzt, daß Sl un- 
endlich klein sei. Wie die d2 zustande gekommen seien, war da- 
mals gleichgültig. Wir können daher unter den Sl jetzt auch die 
nach Gl. (60) berechneten Längenänderungen J l verstehen, die eben- 
üeJIs sehr klein gegen die ursprünglichen Stablängen und gegen die 
Enotenpunktskoordinaten sind. 

Zwischen den unbekannten Yerscliiebungskomponenten 6Xi usf. 
und den gegebenen dl bestehen, wie wir schon damals sahen, ebenso- 
viele Gleichungen ersten Grades als Unbekannte. Gl. (50) S. 213 
gibt eine dieser Gleichungen an und in den Gleichungen (51) ist das 
ganze System übersichtlich zusammengestellt. Analytisch gesprochen 
kommt hiemach die Lösung unserer Aufgabe auf die Auflösung des 
Gleichungssystems (51) hinaus. 

Der hiermit angegebene Weg zur Lösimg der Aufgabe ist aber 
viel zu umständlich, als daß er für die praktische Anwendimg brauch- 
bar wäre. So wenig wie die Benutzimg der Gleichungen (48) zur 
wirklichen Lösung des Spannimgsproblems eignen sich die Glei- 
chimgen (61) zur Lösung des Verschiebungsproblems. Man muß sich 
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Ti^lmehr nach Hilfsimitteln umsehen, die das Ziel in einfacherer Weise 
zu erreichen gestatten. 

Ein einfacher Weg zur Lösung der Aufgabe ist zuerst von 
Maxwell angegeben worden. Die sehr kurz gefaßte Abhandlung 
des großen Physikers über diesen Gegenstand, für den sich der 
Leserkreis physikalischer Zeitschriften damals sehr wenig 
interessierte, bheb aber ziemUch unbeachtet und jedenfalls fand 
die Methode zunächst gar keinen Eingang in die technische 
Praxis. Erst als durch Mohr derselbe Weg von neuem selb- 
ständig aufgefunden worden war, gelangte er zur Kenntnis und 
zur Beachtung in technischen Kreisen. 

Das Maxwell-Mohrsche Verfahren gründet sich auf die 
Anwendung des Prinzipes det virtuellen Geschwindigkeiten. 
Um «twa die Senkung x zu berechnen, die irgendein Knoten- 
punkt in senkrechter Bichtung unter dem Einflüsse der ge- 
gebenen Längenänderungen Jl der Stäbe erfährt, denke man 
sich an dem Knotenpunkte eine Last P in dieser Bichtung 
willkürUch angebracht und berechne die Spannungen T, die 
von P in allen Stäben hervorgebracht werden. Dieser Be- 
lastungsfaU und das ihm zugehörige SpannungsbUd haben gar 
nichts mit jenem zu tun, das zu den Längenänderungen ^dl 
und der dadurch veranlaßten Formänderung des Trägers führte. 
Man benutzt es vielmehr nur, um für jeden Knotenpunkt des 
Trägers ein System von Stabspannungen angeben zu können, 
die unter sich und mit der Last P und den zu P gehörigen Auf- 
lagerkräften im Gleichgewichte stehen. 

Auf dieses Gleichgewicht wird nun das Prinzip der vir- 
tuellen Geschwindigkeiten angewendet. Erteilt man jedem 
Knotenpunkte eine beliebige (virtuelle) Verschiebung, so ist 
die Summe der Arbeiten aller sich an ihm im Gleichgewichte 
haltenden Kräfte gleich Null. Dabei steht es uns frei, als virtuelle 
Verschiebungen jene anzunehmen, die der Knotenpunkt bei 
der zu untersuchenden Formänderung in WirkUchkeit erfährt. 
Alle in dieser Weise für die einzelnen Knotenpunkte gebildeten 
Arbeitsgleichungen denken wir uns addiert; wir kommen dadurch 
auf eine einzige Gleichung, die ausspricht, daß die Gesamt- 
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summe der Arbeiten aller zum Spamiungsbilde P, T gehörigen 
Kräfte an sämtlichen Knotenpunkten für jede Gestaltänderung 
des Trägers und daher auch für jene, die wir untersuchen wollen, 
zu Null werden muß. 

Diese Arbeitsgleichung wollen wir nun tatsächlich an- 
schreiben. Zu ihrer Vereinfachung dient dabei die Bemerkung, 
daß jede Stabspannung zwei Glieder zur Gesamtsumme aller 
Arbeitsleistungen beiträgt, die sich auf 
einfache Weise zu einem einzigen ver- jL ^^ ^ -, ^»^ 
einigen lassen. In Abb. 153 ist irgendein \/j /6 

Stab herausgezeichnet, der die Ordnungs- \, '""""""'""Tv 
nummer % haben möge. Wenn die Stab- ^^^i^ ^j, 

Spannung T^ positiv ist, also eine Zug- 
spannung bedeutet, haben die von dem Stabe auf seine End- 
punkte übertragenen Kräfte die in der Abbildung angegebenen 
Pfeihiehtungen. 

Die Endknotenpunkte a und b des Stabes % mögen nun 
irgendwelche Wege D« und t)» zurücklegen, die als unendlich 
klein gegenüber der Länge des Stabes angesehen werden können. 
Um die von Ti am Knotenpunkte a geleistete Arbeit zu be- 
rechnen, projizieren wir den Weg D« auf die Bichtungslinie 
von Ti) die Arbeit ist dann gleich —Ti^v'^y also negativ, 
wenn v'^ in die Verlängerung des Stabes fällt. Das zugehörige 
Glied am Knotenpunkte b kann ebenso gebildet werden und 
im ganzen haben wir daher als Summe der Arbeitsleistungen 
der Stabspannung Ti an beiden Knotenpunkten 

Die in der Klammer stehende Summe hat aber eine ein- 
fache Bedeutung. Da nämlich die Knotenpunktswege als un- 
endlich klein vorausgesetzt wurden, kann sich die Bichtung 
des Stabes i nach Ausführung der Gestaltänderung des Trägers 
auch nur unendlich wenig von der ursprünglichen Bichtung 
unterscheiden. Bis auf unendlich kleine Größen höherer Ord- 
nung genau, kann daher die Projektion des Stabes in der neuen 
Lage auf die ursprüngliche Bichtung als ebenso groß angesehen 

Föppl: OmphiMhe Stotik. 8. Aufl. SO 
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werden, wie der Stab jetzt selbst geworden ist. Die Summe 
v'a + v'ft gil>* demnach an, um wieviel sich der Stab bei der 
Gestaltänderung des Trägers verlängert hat, d^ h. sie ist gleich 
der bei der Stellung der Aufgabe von vornherein gegebenen 
Längenänderung ^l^. Für die Summe der zur Stabspannung 
T^ gehörigen Arbeitsleistungen hat man daher nun den ein- 
fachen, auf gegebene Größen zurückgeführten Ausdruck 

und in der gleichen Form lassen sich auch alle übrigen, von 
den Stabsj)annungen herrührenden Glieder der Arbeitsgleichung 
paarweise zusammenfassen. 

Es bleiben noch die Arbeitsbeträge der äußeren Kräfte 
aufzustellen. Als Last kam beim Spannungsbilde P, T nur P 
vor und der in die Eichtung von P fallende Weg des Angriffs- 
punktes von P bildet die vorher schon mit o; bezeichnete Un- 
bekannte, auf deren Berechnung es ankommt. Die Arbeit von P 
ist also gleich Px zu setzen. Die Auflagerkräfte endlich, die 
durch P hervorgerufen werden, leisten keine Arbeit; bei den 
festgehaltenen Auflagerpunkten deshalb nicht, weil der Weg 
gleich Null ist und bei den auf Auflagerbahnen geführten, weil 
der Weg senkrecht zur Bichtung des Auflagerdruckes steht. 

Die Arbeitsgleichung nimmt daher die einfache Form 

Px-2]TJl=0 (61) 

an, wobei 2 eine Summierung vorschreibt, die sich auf alle 
Stäbe des Trägers erstreckt. Setzt man noch für ^l seinen 
Wert aus Gl. (60) ein und löst nach x auf, so erhält man 

x = ^^TJl = ^^rST. (62) 

Die Ausrechnung der Summe erfolgt am besten in tabel- 
larischer Form, wobei man die einzelnen Produkte mit Hilfe 
des Bechenschiebers ermittelt, da die hiermit zu erzielende 
Genauigkeit für praktische Zwecke vollständig ausreicht. 

Allerdings wird mit Hilfe von Gleichung (62) zunächst nur die 
Komponente der Verschiebung des ins Auge gefaßten Knotenpunktes 
in der vorher gewählten Bichtung — also etwa senkrecht nach ab- 
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wärts — gefunden. Es steht aber nichts im Wege, das Verfahren 
noch einmal zu wiederholen, indem man die LastJP hierbei in hori- 
zontaler BichtuDg angreifen läßt. Auch zu diesem Belastungsfalle 
lassen sich die Stabspannungen T berechnen und nachdem dies ge- 
schehen ist, findet man auch die Verschiebungskomponente des Knoten- 
punktes in der zweiten Richtung durch nochmalige Anwendung von 
61. (62). Durch beide Verschiebungskomponenten wird dann die 6e- 
samtverschiebung des Knotenpunktes nach Richtung und Größe voll- 
ständig bekannt. 

Wenn man für eine größere Zahl von Knotenpunkten die Ver- 
schiebungen angeben soll, wird freilich die immer wieder von neuem 
erforderliche Durchfahrung der ganzen Rechnung sehr umständlich. 
Das Verfahren ist dann nicht mehr recht brauchbar und man ersetzt 
es besser durch ein anderes, das wir in § 5 1 kennen lernen werden. 

§ 50. Der Maxwellflohe Satz von der Qegenseitigkeit 

der Versohiebangen. 

Man betrachte zwei Knotenpunkte / und // irgendeines 
statisch bestimmten Trägers, z. B. des in nebenstehender Ab- 
bildung gezeichneten. Man 
denke sich zuerst den 
Träger im Knotenpmikte / 
durch die beliebig gerich- 
tete Kraft Q belastet und 
später, nachdem die Last Q 
wieder entfernt ist, die in ^ ^^^ ^ 

irgendeiner Bichtung ge- 
hende Last P am Knotenpunkte // aufgebracht. Die Spannungs- 
bilder und die Formänderungen des Trägers sind in beiden 
Belastungsfällen sonst völlig voneinander verschieden. Li einer 
Hinsicht besteht aber zwischen beiden Formänderungen eine 
sehr merkwürdige Übereinstimmung, die durch den von Max- 
well aufgestellten Satz von der Gegenseitigkeit der Verschie- 
bungen ausgesprochen wird. 

Wenn nämlich die Last Q am Knotenpunkte / angreift, 
verschiebt sich der Knotenpunkt // in irgendeiner Bichtung. 
Wir wollen uns aber jetzt nur um jene Komponente der Ver- 
schiebung von // kümmern, die in die für P gewählte Bich- 

20 • 
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tnngsUnie fällt: Diese wird doreh die rechtwinklige Projektion 
des Verschiebungsweges von // auf die Eichtnngslinie von P 
angegeben. Ebenso wollen wir umgekehrt, wenn nur die Last P 
am Knotenpunkte // angreift, die Komponente der Verschiebung 
des Knotenpunktes / in der für Q festgesetzten Eichtung ins 
Auge fassen. Der Satz von Maxwell sagt nun aus, 
daß die beiden angegeb enen V e r schieb ungen 
gleich groß sind, falls auch die Lasten P 
und Q von gleicher Größe sind. 

Um den Satz zu beweisen, berechnen wir zunächst die 
Verschiebung von // in der Bichtung von P unter dem Ein- 
flasse der Last Q nach der im vorigen Paragraphen auseinander- 
gesetzten Methode. Diese Methode schreibt vor, daß wir vor 
allem die Spannungen S berechnen, die von der Last Q in den 
Stäben des Trägers hervorgerufen werden und daß wir dann 
auch eine Kraft P am Knotenpunkte // in jener Eichtung an- 
bringen, für die wir die Verschiebung bestimmen wollen und 
die von dieser in den Stäben hervorgerufenen Spannungen T 
berechnen. Bezeichnen wir dann die gesuchte Verschiebung 
des Knotenpunktes // unter dem Einflüsse der Last Q mit x, 
so finden wir, da alle Bezeichnungen in der gleichen Bedeutung 
wiederkehren, x einfach nach der Gleichung (62) 

Ebenso können wir auch die Verschiebung y des Knoten- 
punktes / in der Eichtung von Q unter dem Einflüsse der 
Last P berechnen. Es ist dazu nicht nötig, nochmals neue 
Kräftepläne zu zeichnen. Denn die Stabspannungen S'y die jetzt 
unter der Last P in Wirklichkeit zustande kommen, stimmen 
genau mit den Spannungen T überein, die zu der vorher nur 
willkürlich und in Gedanken aufgebrachten Last P berechnet 
wurden. Ebenso können wir die vorher wirkUoh vorhandene 
Last Q und das ihr zugehörige Spannungsbild iS jetzt in dem- 
selben Sinne als willkürlich hinzugedachtes Spannungsbild 
gebrauchen, wie es nach dem Maxwell-Mohrschen Verfahren 
vorgeschrieben ist. Wir wollen dies dahin ausdrücken, daß die 
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Spanntingen T' — wie wir sie zur Herstellung einer Überein- 
stimmung mit der früher gebrauchten Bezeichnung nennen 
können — ^eichbedeutend mit den Spannungen S des vorher' 
betrachteten Belastungsfalles sind. 

Die Anwendung von 61. (62) auf die durch die Last P 
verursachte Formänderung des Tragers liefert nun, wenn wir 
diese Üb^einstimmungen beachten, 

^ Dabei zeigt sich, daß die in den Ausdrücken für x und y 
vorkommenden Summen einander gleich sind. Man hat daher 

7 = -? (63) 

oder, um auf die einfachste Form des Satzes zu kommen, 

x= y für P =: Q. 

Die Leser des dritten Bandes wissen, daß der Satz nicht auf 
statisch bestimmte Fachwerkträger beschränkt ist, sondern für beliebig 
gestaltete Körper oder Systeme von Körpern gilt, die dem Hooke- 
schen Oesetee von derVerhältnisgleichheit zwischen Formänderungen 
und Spannungen gehorchen. Es schien aber nützlich, hier einen von 
dem dort gegebenen ganz abweichenden Beweis des Satzes vorzu- 
führen, der sich unmittelbar auf Fachwerkträger bezieht, weil in der 
Folge von dem Satze gerade in dieser Form noch ein wichtiger 
Gebrauch gmnacht werden wird. 

§ 51. Der VersohiebnngBplaiL 

Die schon in § 49 behandelte Aufgabe, die Verschiebungen 
der Knotenpunkte eines Trägers zu ermitteln, die zu gegebenen 
Längenänderungen ^l der Fachwerkstäbe gehören, kann auch 
auf rein graphischem Wege gelöst werden. Die Lösung läßt sich 
auf die wiederholte Lösung einer einfacheren Aufgabe zurück'- 
führen, die isich wie folgt aussprechen läßt : 

Man kennt bereits die Verschiebungen 
von zwei Ecken eines Stabdreiecks und über- 
dies^ die Längenänderungen der zu diesem 
Dreiecke gehörigen Stäbe; man soll die Ver- 
se h i e b u n g. der dritten Ecke bestimmen. 



,m. 
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Um zur Lösung zu gelangen, wollen wir zunächst von 
dem Umstände absehen, daß die Knotenpunktswege sehr klein 
im Verhältnisse zu den Stablängen sind. In diesem Falle gelingt 
die Lösung schon mit den einfachsten Hilfsmitteln, wie aus 
Abb. 155 zu erkennen ist. In dieser Abbildung sind I, II, III 
die ursprünglichen Lagen der Knotenpunkte des Stabdreieckes 
und die zwischen ihnen gezogenen Linien geben die Stäbe vor 
der Formänderung an. Gegeben sind nach Voraussetzung die 
Verschiebungen t)j und tJn der Knotenpunkte I und II und 

,w damit haben wir auch, wenn 

wir diese Strecken abtragen, 
die Lagen I' und II' dieser 
Knotenpunkte nach der 
Formänderung. 

Um auch die neue Lage III' 

des Punktes III zu erhalten, 

brauchen wir nur von I' und 

II' aus zwei Kreisbögen mit 

^^^ den jetzt zutreffenden Längen 

der Verbindungsstäbe 1 und 2 
zu schlagen. Der Schnittpunkt liefert III' und die Verbindungs- 
linie von III nach III' die gesuchte Verschiebung t)ni- 

Wir wollen aber, um auf eine Konstruktion zu kommen, 
die sich auch für den Fall sehr kleiner Knotenpunktswege mit 
hinreichender Genauigkeit ausführen läßt, anstatt dessen zu- 
nächst die ursprüngliche Länge des Stabes 2 von I' aus, und 
zwar in der ursprünglichen Bichtung des Stabes 2 abtragen. 
Wir kommen dadurch auf den Funkt a. Dann tragen wir die 
Längenänderung ^11^ des Stabes 2 von a aus ab, gleich ab. 
In der Abbildung ist angenommen, daß sich der Stab 2 ver- 
längere; im andern Falle wäre ab in entgegengesetzter Richtung 
von a aus abzutragen. Erst durch den so gewonnenen Punkt b 
ziehen wir nun den Kreisbogen vom Mittelpunkte I' aus. Wie 
man sieht, handelt es sich bei dieser Vorschrift nur um ein 
genauer umschriebenes Verfahren, wie die Länge des Stabes 2 
nach der Formänderung in die Zeichnung emgeträgen werden soll. 
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Hierauf verfahren wir ebenso mit dem Stabe 1. Dessen 
ursprüngliche Länge wird von II' aus in der ursprünglichen 
Biohtung abgetragen, wodurch wir zum Punkte c gelangen, 
worauf die Längenänderung jdli= cd von c aus auf dieser 
Linie angesetzt wird. In der Abbildung ist angenommen, daß 
sich der Stab 1 verkürzt habe. Durch den auf diese Weise 
gefundenen Funkt d legen wir hierauf den Kreisbogen dlll' 
vom Mittelpunkte II' aus. Der Schnittpunkt beider Kreis- 
bögen liefert den Funkt III'. 

Der wirklichen Ausführung des bis dahin beschriebenen 
Verfahrens steht freilich das Hindernis im Wege, daß die Knoten- 
punktswege und die Änderungen der Stablängen so klein sind, 
daß sich das Dreieck I' II' III' vom Dreiecke I II III kaum 
oder gar nicht auseinander halten läßt. Die Schwierigkeit besteht 
jedoch nur darin, daß in der Zeichnung neben sehr kleinen 
Strecken auch sehr viel größere Strecken vorkommen. Denn so 
klein auch die Knotenpunktswege und die Stabverlängerungen 
sein mögen: bei einer passenden Wahl des Maßstabes lassen 
sie sich doch in zweckmäßiger Größe auftragen. Die Stab- 
längen selbst kann man dann freilich nicht in dieselbe Zeichnung 
aufnehmen. Dies ist aber auch gar nicht nötig. Man denke sich 
nämlich den durch die Linie mm abgegrenzten Teil der Figur 
in der Umgebung des Knotenpunktes III von dem Beste abge- 
schnitten. Schon dieser Abschnitt der Figur genügt vollständig, 
um den Knotenpunktsweg von III zu ermitteln. Man kann 
nämlich diesen Teil der ganzen Figur in einem beliebigen Maß- 
stabe auftragen, ohne dazu den sehr viel größeren Best nötig 
zu haben. Zugleich sind alle Strecken in diesem Teile klein 
von der Ordnung der Knotenpunktswege und der Stabv^- 
längerungen, so daß kein Hindernis besteht, den Maßstab so 
zu wählen, daß alle Strecken eine für das Auftragen oder Ab- 
messen mit dem Zirkel bequeme Größe erlangen. 

Freilich braucht man eigentlich streng genommen die 
Punkte I' und II', um von ihnen aus die Kreisbögen von b 
und d nach III' zu schlagen. Aber gerade der Umstand, daß 
die Knotenpunktswege sehr klein im Verhältnisse zu den Stab- 
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längen sind, der uns zuerst störend im Wege stand, hilft uns jetzt 
zur Überwindung dieser Schwierigkeit. Ein kleiner Kreisbogen, der 
zu einem großen Halbmesser gehört, kann nämlich genau genug 
als geradlinig angenommen werden; Die Eichtung der das Bogen- 
element ersetzenden Strecke muß natüriich senkrecht zum Halb- 
messer stehen und dessen Bichtung ist in dem Abschnitte der 
Figur ohnehin schon durch die Strecke ab bzw. cd vertreten. 
In Abb. 156 ist der in Frage kommende Teil von Abb. 155 noch 
einmal besonders herausgezeichnet. Man überzeugt sich leicht, 
daß dieser Teil für sich gezeichnet werden kann, ohne daß man 
_ zuvor Abb. 155 entworfen zu haben braucht. Von 

einem beüebigen Punkte, der hier der Überein- 
stimmung mit Abb. 155 wegen, mit III bezeichnet 
ist, den man aber sonst den Pol des Verschiebungs- 
Abb. 165. planes nennt, trage man zunächst die gegebenen 
Knotenpunktswege t)i und ön in einem passend 
gewählten Maßstabe ab. Dadurch erhält man die vorher mit 
a und c bezeichneten Punkte. Hieran schließen sich die Stab- 
verlängerungen dli und ^l2f die parallel zu den gegebenen 
Stabrichtungen zu ziehen sind. Hiermit hat man die Punkte d 
und b und es fehlen nur noch die Kreisbögen 6III' und dllT, 
In Abb. 156 mußten diese wirklich als Kreisbögen gezogen 
werden, weil diese Abbildung aus Abb. 155 losgetrennt war, 
in der die Knotenpunktswege von gleicher Größenordnung 
mit den Stablängen angenommen wurden. Hiermit hängt es 
auch zusammen, daß wir beim Übergange von Abb. 155 zu 
Abb. 156 keine Veranlassung hatten, den Maßstab zu vergrößern. 
In jenen Fällign, für die man die Verschiebungspläne tatsächlich 
zu konstruieren hat, ist aber Abb. 156 in weit größerem Maß- 
stabe als Abb. 155 zu zeichnen und die Kreisbögen 6III' und 
dllV gehören dann zu Halbmessern von vielen Metern Länge. 
Es genügt dann, &III' als gerade Linie senkrecht zu ab und 
ebenso dVLV senkrecht zu cd zu ziehen. Die Verbindungslinie 
vom Pole des Verschiebungsplanes zum Schnittpunkte III' 
der beiden Geraden gibt die gesuchte Verschiebung t)ni des 
Knotenpunktes III nach Größe und Eichtung an. 
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Die einfachere Aufgabe, die wir uns zunächst stellten, ist 
hiermit gelöst und es bleibt nur noch zu zeigen, wie man durch 
wiederholte Anwendung desselben Verfahrens auch die zu 
gegebenen Stabverlängerungen gehörenden Enotenpunktsver- 
schiebungen in einem beliebigen „einfachen" Fachwerkträger 
ermitteln kann. Hierzu bemerke ich, daß es für die Konstruktion 
des Verschiebungsplanes gleichgültig ist, ob der Träger statisch 
bestinmit oder unbestimmt ist, falls man nur die Verlängerungen 
aller Stäbe bereits kennt. Man kann dann die. überzähligen 
Stäbe bei der Konstruktion ganz unberücksichtigt lassen. Nach- 
her muß sich von selbst zeigen, daß die Verlängerungen der 
überzähligen Stäbe mit den im Verschiebungsplane gefundenen 
Wegen ihrer Endknotenpunkte in Übereiustimmung stehen. 

In Abb. 157* ist ein Balkenträger gezeichnet, von dem 
die durch Schattenstriche hervorgehobenen Stäbe gedrückt, 
die andern gezogen sein sollen. Die Stabspannungen sollen 
durch Zeichnen eines Kräfteplanes und die Stabverlängerungen 
^l nach Gl. (60) bereits berechnet sein. 

Den Verschiebungsplan zeichnet man nebenan als be- 
sondere Figur (Abb. 157^), so etwa wie einen Kräfteplan. Der 
Fol, von dem aus die Knotenpunktswege nach Größe und 
Bichtung aufzutragen sind, ist in der Abbildung mit dem Buch- 
staben bezeichnet. Die Stabverlängerungen, die in passender 
Vergrößerung angegeben wurden, sind durch ausgezogene kleine 
Strecken dargestellt und nur mit den Nummern der zugehörigen 
Stäbe bezeichnet. Die gestrichelten Linien des Verschiebungs- 
planes büden den Ersatz für die in den vorhergehenden Aus- 
einandersetzungen besprochenen Kreisbögen. 

Beim Anfange stößt man auf eine kleine Schwierigkeit. 
Man beginnt nämlich vom festen Auflagerpunkte I her. Nun 
weiß man zwar, daß dessen Verschiebung gleich Null ist. Von 
den Verschiebungen der beiden andern Ecken II und III des 
ersten Stabdreieckes I, II, III weiß man aber noch nichts. Es 
fehlt also hier eine der Voraussetzungen, von denen wir bei 
der Lösung der einfacheren Aufgabe für das Stabdreieck aus- 
gingen. 
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Man hilft sich damit, daß man die ganze Aufgabe in zwei 
Teile zerlegt, die man nacheinander erledigt. Man denkt sich 
nämlich mit dem Träger zunächst nur die Änderung der Gestalt 
vorgenonunen, während man die Lage, in die er dabei übergeht, 
einstweilen als unbestimmt betrachtet. Die Lage, die der 
Träger nachher einnimmt, wird durch die Auflagerbedingungen 
vorgeschrieben. Nun kann man zwar die dem festen Auflager 
punkte vorgeschriebenen Bedingungen sofort verwerten, indem 
man seinen Knotenpunktsweg gleich Null setzt. Die Auflager- 
bedingung am andern Ende, durch die der Knotenpunkt VII 
auf seiner horizontalen Auflagerbahn gehalten wird, läßt sich 
aber von Anfang an nicht benutzen, wenn man die Konstruktion 
des Yerschiebungsplanes vom linken Trägerende her beginnt. 
Man sieht daher von der Erfüllung dieser Auflagerbedingung 
einstweilen ganz ab und denkt sich den Träger, nachdem er 
die ihm auferlegte Gestaltänderung erfahren hat, in irgend- 
einer andern Lage gegeben. 

Diese ganz willkürlich auszuwählende Lage kann z. B. 
dadurch näher bezeichnet werden, daß man sich die Bichtung 
des Stabes 1 festgehalten denkt. In diesem Falle muß sich der 
Knotenpunkt II in horizontaler Bichtung verschieben. 

Hiermit ist — freihch unter Aufopferung der unmittel- 
baren Erreichung des gesteckten Zieles — die vorher erwähnte 
Schwierigkeit beim Anfange des Verschiebungsplanes gehoben. 
Wir tragen die Längenänderung jdli oder kurz 1 des Stabes 1 
vom Pole des Verschiebungsplanes horizontal nach rechts hin 
ab. Der Stab ist nämlich nach Voraussetzung gezogen und 
der Knotenpunkt II entfernt sich daher von I, d. h. er bewegt 
sich nach rechts hin. An den Endpunkt der Strecke 1 schreiben 
wir II. . 

Nun steht der Konstruktion des Verschiebungsweges von III 
nach dem vorher besprochenen Verfahren kein Hindernis mehr 
im Wege. Wir tragen von II aus ^Zg nach links oben hin ab, 
da der Stab 3 gezogen ist, der Knotenpunkt III sich also infolge 
der Stabverlängerung von II entfernt, d. h. nach links oben 
hin bewegt. Ebenso tragen wir jdl^ von aus nach links unten 
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bin ab, weil Stab 2 gedrückt ist, sich also verkürzt. Die durch 
die Endpunkte von /4lz und Z//2 gezogenen Senkrechten, die 
zum Ersätze der betreff^iden Kreisbögen dienen, schneiden 
sich im Funkte III (entsprechend dem Punkte III' nach der 
Bezeichnung in Abb. 156) des Verschiebungsplanes. Die Strecke 
vom Pole nach III gibt den Yerschiebungsweg des Knoten- 
punktes III an für den Übergang des Trägers in seine neue 
Gestalt, aber freiUch nicht zugleich in die richtige Lage, sondern 
in die anstatt deren willkürtich gewählte. 

Nachdem III im Yersohiebungsplane gefunden ist, sucht 
man den Punkt IV auf. Dieser Knotenpunkt ist durch die 
Stäbe 4 und 6 an III und II angeschlossen. Die Verschiebimgs- 
wege von III und II sind schon im Verschiebxmgsplane ent* 
halten. Wir brauchen also nur an III die Stabverlängerung 
^{4 und Jl^ an II anzutragen und durch die Endpunkte dieser 
Strecken Senkrechte zu ziehen, um IV zu erhalten. Hierbei 
ist darauf zu achten, daß die Stäbe 4 und 6 nach Voraussetzung 
gedrückt sind, daß sich also IV den Knotenpunkten II und III 
nähert. Demnach ist die Strecke 4 von III aus nach links hin, 
6 von II aus nach links unten hin abzutragen gewesen. 

In derselben Weise findet man dann auch der Beihe nach 
die Punkte V, VI und VII des Verschiebungsplanes. Man tut 
zwar gut, sich jeden Schritt, der hierzu führt, wieder im ein- 
zelnen zu überlegen und dabei namentlich auf den Sinn zu 
achten, in dem die ^l jedesmal anzuschließen sind. Es ist 
aber nicht nötig, die Beschreibung fortzusetzen, da ich dabei 
immer nur von neuem dieselben Worte zu wiederholen hätte. 
^ Nachdem man bis zum rechten Auflagerpunkte VII ge- 
langt ist, zeigt sich, daß man mit der willkürlichen Annahme, 
der Stab 1 ändere seine Bichtung nicht, von der man aus- 
gegangen war, nicht das Bechte getroffen hat. Darum werden 
aber unsere Ergebnisse noch nicht wertlos; sie bedürfen nur- 
einer Verbesserung, die leicht an ihnen anzubringen ist. 

Jedenfalls haben wir nämUch Knotenpunktsverschiebungen 
gefunden^ die, wenn sie wirklich vorgenommen werden, den 
Träger in jene Gestalt überführen, die er infolge der Stabver- 
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längerungen tatsächlich annimmt. Wir brauchen also nur 
noch eine Lagenänderung ohne Gestaltänderung vorzunehmen, 
nämlich den Träger nachträghoh um den festen Auflagerpunkt I 
so lange zu drehen, bis der andere Auf lagerpunkt VII in die 
ihm vorgeschriebene Auflagerbahn gelangt. Hierbei beschreibt 
VII einen Kreisbogen, dessen Mittelpunkt I ist. Da dieser 
Kreisbogen aber nur sehr klein im Verhältnisse zum Halb- 
messer ist, genügt es, ihn im Verschiebungsplane durch eine 
gerade Strecke zu ersetzen, die zur Bichtung des HalMnessers 
von I nach VII senkrecht steht. Diese Strecke ist in Abb. 157** 
mit a bezeichnet; sie reicht vom Punkte VII bis zu der durch 
den Pol gezogenen Horizontalen. 

Erst die Linie O VII' gibt den wahren Verschiebungsweg 
des Knotenpunktes VII nach Größe und Bichtung in dem ge- 
wählten Maßstabe an. Aus der Figur folgt, daß dieser Weg 
gleich der Summe der Stabverlängerungen /H^^, jdl^ und /llr^ 
ist. Dies war auch von Anfang an vorauszusehen, da sich VII 
von dem festen Auflager um den Betrag der elastischen Dehnung 
des ganzen Untergurtes entfernen muß. 

Beim Zurückdrehen des seiner Gestalt nach unveränder- 
lichen Trägers aus der zuerst willkürlich gewählten Lage in 
jene, die er in WirkUchkeit einnehmen muß, beschreiben auch 
alle andern Knotenpunkte Kreisbögen um I als Mittelpunkt. 
Auch die hierdurch bedingten Verschiebungswege können wegen 
ihrer Kleinheit (im Verhältnisse zu den Halbmessern) durch 
gerade Linien im Verschiebungsplane ersetzt werden, die zu 
den aus der Trägerflgur in Abb. 157^ zu entnehmenden Halb- 
messerrichtungen senkrecht stehen. Um ihre Größen zu finden, 
bed^ike man, daß alle diese Kreisbögen zu gleichen Zentri- 
winkeln gehören, nämlich jeder zu einem Zentriwinkel, der 
gleich der Drehung ist, die wir mit der unveränderlichen Träger- 
figur vornehmen müssen, um VII auf seine Auflagerbahn zurück- 
zuführen. Die bei der Drehung zurückgelegten Wegestrecken 
verhalten sich daher wie die Halbmesser der Kreisbögen und 
da der Weg von VII bereits gleich der Strecke a gefunden ist, 
können auch die Längen der übrigen Wege sofort ermittelt werden. 
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Man trage etwa, wie es in Abb. 157* geschehen ist, die 
Strecke a nach abwärts auf, schlage die Entfenmng der ein- 
zebien Knotenpunkte von I anf die Horizontale durch I herab 
und ziehe von da ans Parallelen zu a. Aas der Zeichnung lassen 
sich dann die Größen der Yerschiebungswege der zugehörigen 
Knotenpunkte ohne weiteres entnehmen. 

Man braucht jetzt nur noch die nach Richtung und Größe 
bekannten Verschiebungswege an die zugehörigen Punkte des 
Yerscffiebungsplanes anzusetzen, um sofort zu jenen Punkten zu 
gelangen, deren Lage zum Pole die wahre Verschiebung nach 
Größe und Bichtung angibt» Um die Deutlichkeit der Figur 
nicht zu beeinträchtigen, ist dies in Abb. 157^ selbst nicht aus- 
geführt worden. Vielmehr sind die richtigen Lagen der Punkte 
im Verschiebungsplane in Abb. 157® besonders herausgezeichnet 
worden. Eigentlich hat man sich Abb. 157® mit Abb. 157** zu 
emer einzigen Figur übereinander gedeckt vorzustellen, so 
nämlich, daß sich die Pole O in beiden Abbildungen decken. 

Im übrigen ist das Verfahren noch mancher Abänderungen föhig. 
Es ist z. 6. nicht nötig, bei der Konstruktion des Verschiebungsplanes 
vom festen Auflager her zu beginnen. Man kann sich auch irgend- 
einen Knotenpunkt in der Mitte und einen von ihm ausgehenden 
Stab der Bichtung nach vorläufig festgehalten denken und yon hier 
aus den Verschiebungsplan nach beiden Seiten hin konstruieren. 
Dann findet man freilich, daß keiner der Auflagerpunkte die ihm 
vorgeschriebenen Auflagerbedingungen erfüllt. Durch Drehung um 
einen Pol, dessen Lage leicht zu ermitteln ist, kann man aber nach- 
träglich den seiner Gestalt nach bereits veränderten und während der 
Drehung daher unveränderlichen Träger in jene Lage zurückbringen, 
die durch die AuflagerbedinguDgen vorgeschrieben ist. 

Dieses Verfahren hat den Vorzug vor dem vorher beschriebenen, 
daß der Verschiebungsplan einen kleineren Umfang annimmt und daß 
man daher bei einem gegebenen Räume der Zeichenfläche den Maß- 
stab für das Auftragen der Stabverlängerungen und der Verschie- 
bungen größer wählen kann, wodurch die Genauigkeit erhöht wird. 
Man bemerkt nämlich schon an dem einfachen Beispiele, das vorher 
behandelt wurde, daß der Raum, den der Verschiebungsplan ein- 
nimmt, in immer stärkerem Verhältnisse anwächst, je weiter man 
vorschreitet. 

Femer steht es auch frei, die einzelnen Polygone, aus denen 
sich der Verschiebungsplan zusammensetzt, in die Trägerfigur selbst 
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einzutragen, so dafi au jedem Enotenpunkt jenes Polygon angesetzt 
wird, das voiber dazu diente, die Lage des dem Knotonponkte ent- 
sprechenden Punktes des Verachiebimgsplanes an&usuchen. Mancher 
wird dieses Verfahren vielleicht fax anschaalicher halten und es soll 
daher durch eine hesondere ^gnr, die sich ebenfalls auf das Torher 
behandelte Beispiel bezieht, erläutert werden. 

Zugleich sind hierbei noch einige Ab&uderongen getroffen, die 
sich unter diesen DmstSnden als zweckmäfiig erweisen. Die Knoten- 
punktsTerschiebungen sind in Abb. 158 von jedem Knotenpunkte ans 
in TergrSßertem Uaßstabe abgetragen und in der Zeichnung durch 
stalte Striche hervorgehoben. Zuerst ti4gt man Du vom Knoten- 
punkte H ans in beliebiger Richtung ab, indem man nur dafBr sorgt, 
dafi die Horizontalkomponente von Dn gleich AI, (in der Abbildung 
^j geschrieben) ist. Dann prcijizlert man Du auf die Richtung von 3 



und trKgt die Projektion t/ji von m aus in gleicher Richtung auf 3 
ab. Wenn der Stab HI seine Länge nicht änderte, mfißte derEnoten- 
pnnkt m nach der Verschiebung auf der durch den Endpunkt von 
c*!! gezogenen Senkrechten liegen. Da aber 3 gezogen ist und sich 
Terl&ngert, mufi die Projektion von m einen grSSeren Abstand von 
der Projektion von II auf die Richtung von 3 haben. Mau hat daher 
A, vom Endpunkte von t/u aus nach dem Knotenpunkte m hin ab- 
zntr^en und durch den Endpunkt eine Senkrechte zu ziehen, auf der 
der Endpunkt der Verschiebung Uue enthalten sein muß. Femer 
nähert sieb der Knotenpunkt m dem festen Auflagerpunkte I wegen 
der Verkürzung des Stabes 2. Man ti^gt daher AI, von m aus 
nach I hin ab und zieht durch den Endpunkt eine Senkrechte zur 
Stabrichtung. Der Schnittpunkt von ihr mit der vorigen Senkrechten 
liefert den Endpunkt der Verschiebung bin< 

TJm zur Verschiebung des Knotenpunktes IV zu gelangen, der 
mit n und m durch die StBbe 6 und 4 verbnnden ist, projiziert 
man zunBchst Vu >u>^ ^m auf die Richtungen der Verbindungs- 
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stöbe 6 und 4. Die beiden Projektionen trägt man am Knoten- 
punkte TV im gleichen Sinne auf den Stabrichtungen ab. Hätten 
sich die Längen der Yerbindungsstäbe nicht geändert, so müBte der 
Knotenpunkt IV nach der Formänderung auf den durch die End- 
punkte jener Strecken gezogenen Senkrechten liegen, um auch die 
Längenänderungen zu berücksichtigen, tragen wir A4 an die eine 
Strecke nach links hin, Ag an die andere nach links unten hin an, 
weil die Stäbe 4 und 6 nach Voraussetzung gedrückt sind und der 
Knotenpunkt IV sich daher den Knotenpunkten II und in nähert. 
Wenn wir jetzt Senkrechten zu den Stabrichtungen an den End- 
punkten Yon A4 und A^ errichten, erhalten wir als Schnittpunkt die 
neue Lage des Punktes IV oder mit andern Worten den Endpunkt 
des Verschiebungsweges \)i\. 

In derselben Weise kann man bis zum Ende hin fortfahren. 
Sollte man die zuvor willkürlich gewählte Richtung von t>u. zufällig 
gerade richtig getroffen haben, so müßte sich dies darin zeigen, daß 
die Verschiebung t)yii des rechten Auf lagerpunktes horizontal aus- 
fiele. Im allgemeinen wird dies aber nicht zutreffen. Man muß da- 
her nachträglich noch um I zurückdrehen, bis VII in die horizontale 
Auflagerbahn gelangt. Dies kann wieder so wie vorher ausgeführt 
werden. Man setzt an den Endpunkt jeder Strecke t> den bei der 
Drehung beschriebenen Weg an. Freilich darf man hierbei nicht 
etwa wirklich einen Kreisbogen aus dem Punkte I schlagen. Da alle 
Stabverlängerungen und Knotenpunktswege in viel größerem Maß- 
stabe über die in kleinem Maßstabe gezeichnete Trägerfigur gedeckt 
sind; lassen sich die Teile des Verschiebungsplanes nicht in unmittel- 
bare Beziehung zu den Teilen der Trägerfigur setzen. Jener Punkt I, 
von dem aus man den Kreisbogen zu ziehen hätte, liegt vielmehr viel 
weiter ab, so wie es der Maßstab des Verschiebungsplanes im Gegen- 
satze zum Maßstabe der Trägerfigur erfordert. Man ersetzt daher, 
wie schon früher, den Kreisbogen durch eine zum Radius senk- 
recht gezogene Grerade. Die Sichtung des Radius wird hierbei 
durch die vom Knotenpunkte I der Trägerfigur gezogene Ver- 
bindungslinie richtig angegeben. — Um die Deutlichkeit der Figur 
nicht durch Hinzufügung weiterer Linien zu beeinträchtigen, ist 
von der Ausführung der Zurückdrehung in Abb. 158 abgesehen 
worden. 

§ 52. Die Btabspannungen im einfkoh statisoh unbestimmten 

Träger. 

Wenn ein Stab oder eine Auflagerbedingung überzählig ist, 
gibt es zu jedem Belastungsfalle unendlich viele Spannungs- 



bflder. Denkt man skii nimfidi den nbeixUiligai Stab oder die 
übenäUige Aitflageriiedniginig entfernt und bnogt dafür an dm 
Endpunkten des Stabes oder an dem AnjDageqponkte inSam 
Kräfte von beliebiger Große an, ao wie sie Ton dem Stabe oder 
dnrdi den Anflagerzwang aosgeübt nevden könnten, so amd 
dadurch die Spammngen in dem übsig U»benden statiadi be* 
stimmten Triger eindent^ bestimmt. Da man aber die Große 
der Stabspamnmg des übenahügen Stabes oder d» nbwabligm 
AuflagerkonqMnente bdiriag wählen kann, hat man im ganaen 
Trag» nuendüA Tide SpannongsJwMfflr» die Yom Standpunkte 
der Medianik des materidlen Pmoiktes oder des stauen Koipem 
aus aOe ^eidi mog^idi sind. 

Von aDen diesen Terachiedenen R pM>ifcMngCTiwiSiwl<i kann 
aber nur einer wiiklidi anstände kommen und um ihn unter 
aDen mögüdifln hecausHifindsi, bedarf es noeh einer über die 
Lehroi der Medianik starrer K«per hinausreidbenden Kenntnis 
über das Yedialten des Tiigeis gegenüb« au|gehraehten Lasten. 
Hiersu Teifailft uns die Ldire von den dastisdien Foimande* 
rangen. Wenn das Matmd, aus dem die Stäbe angefertigt sind» 
das Hookesehe Geseta befdgt, h«t jede Unbestimmthdt auf 
und die Stabspannungen können in eindeutiger Weise bereefanei 
werden. 

Wenn diese Beredmung nur für einen einadnen Belastungs* 
faQ erforderiidi ist, führt die Anwendung des berdts in § 49 
besproehenen Mazwell-Mohrsehen Verfahrens, das sidi auf die 
jetzt Todi^gnide Aufgabe ohne wdteres übertragen laßt, am 
schnellsten sum Zide. Man denke sieh irgendeinen Stab aitfiocnt, 
der als der überzahlige betrachtet werden kann. Der übrig- 
bleibende statisch bestinunte Best des Tiäg^cs mög9 als das 
9,H a u p t n e t s" bezeichnet w^den. Wir beredmen sunäehst 
die Spannungrai, die im Hanptnetze unter den gq;ebenen Lasten 
auftreten müßt^i, wenn der übersählige Stab wirUidi f dilte. 
Dies ist nach den Lehren der früheren Abschnitte stets mö^ohy 
da das Hauptnetz nach Voraussetzung einen statisch bestimmten 
Trager bildet. Man wird also etwa einen Krafteplan zddmen, 
den wir den Krafteplan T nennen wollen. Die aus ihm ent- 

Föppb Gaphlach« Stetik SuAafl. ft 
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nommene, zu irgendeinem Stabe mit der Ordnnngsnummer % 
gehörige Stabspannung sei mit T^ bezeichnet. Auch das Span- 
nuügsbild T gehört zu jenen, die wir für den ganzen statisch 
unbestimmten Träger vorher als möglich hingestellt hatten; 
es ist jenes, bei dem die Spannung des überzähligen Stabes 
willkürlich gleich Null gesetzt ist. 

Hierauf betrachte man das Hauptnetz unter der Annahme, 
daß alle äußeren Lasten entfernt sind, während an den End- 
punkten des überzähligen Stabes wülkürUch Lasten angebracht 
werden, die gleich der Lasteinheit sind und jene Bichtung 
haben, wie eine vom überzähligen Stabe auf seine Endpunkte 
ausgeübte Zugspannung. Diesem Belastungsfalle entsprechen 
Spannungen in den Stäben des statisch bestimmten Haupt- 
netzes, die sich ebenfalls auf bekannte Art leicht ermitteln 
lassen. Man wird hierzu einen neuen Eräfteplan zeichnen, den 
wir den Kräfteplan u nennen wollen. Die im Stabe % jetzt 
auftretende Spannung sei nait u^ bezeichnet. Wirkt femer längs 
der Bichtungslinie des überzähligen Stabes nicht eine Zug- 
spannung von der Lasteinheit, sondern eine Spannung be- 
liebigen Vorzeichens vom Werte X, so entsprechen ihr im 
Hauptnetze die Spannungen uX, 

Aus den beiden Spannungsbildem T und uX lassen sich 
nun auch alle andern zusammensetzen, die den Gleichgewichts- 
bedingungen an allen Knotenpunkten genügen. Es muß sich 
also auch jenes darunter befinden, das wir suchen und das mit 
dem Buchstaben 8 bezeichnet werden soll. Es wird sich nur 
darum handeln, der hierbei allein noch vorkonamenden Unbe- 
kannten X den richtigen Wert zu erteilen. Die wahre Span- 
nung 8^ im Stabe % wird sich also in der Form 

darstellen lassen. 

Die elastische Längenänderung ^l. des Stabes % folgt 
hieraus mit Benutzung der in Gl. (59) und (60) S. 303 einge- 
führten Stabkonstanten r zu 

jl^ = r^8^ = r^(T^ + u^X). (65) 
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Um die Unbekannte X zu berechnen, wenden wir, wie 
schon in § 49, das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
an. Wir beziehen diesen Satz auf irgend ein Spannungsbild 
von der Art u. Da es aber nicht nötig ist, gerade das Span- 
nungsbild u selbst zu nehmen, wollen wir, um dies klarer hervor- 
treten zu lassen, annehmen, daß im überzähligen Stabe irgend- 
eine Spannung C — also etwa eine Montierungsspannung — 
auftrete, die im Stabe i eine Spannung Cu^ zur Folge hat. Äußere 
Lasten, abgesehen von Auflagerkräften, die dadurch hervor- 
gerufen werden können, kommen in diesem Spannungsbilde 
nicht vor. 

Die Spannungen Cu stehen also an allen Knotenpunkten 
unter sich, oder an den Auflagerpunkten mit den dort auf- 
tretenden Auflagerkräften im Gleichgewichte. Denken wir uns 
den Knotenpunkten, also den Angriffspunkten dieser Kräfte, 
beliebige (virtuelle) Verschiebungen erteilt, so ist die Summe 
der von ihnen geleisteten Arbeiten gleich Null. Wir denken 
uns, wie schon bei der früheren ähnlichen Betrachtung in § 49» 
diese Arbeitsgleichung für jeden Knotenpunkt angeschrieben 
und hierauf alle Gleichungen addiert. Dabei können wir wieder 
je zwei Glieder, die sich auf dieselbe Stabspannung beziehen, 
zu einem Gliede von der Form 

vereinigen. 

Hierbei ist es zunächst gleichgültig, welche virtuellen 
Verschiebungen wir voraussetzen wollen, wenn nur AZ im 
vorhergehenden Ausdrucke die dazu gehörige Stabverlängerung 
angibt. Es steht uns daher jedenfalls auch frei, jene Knoten- 
punktswege als die virtuellen Verschiebungen anzusehen, die 
bei der Formänderung des statisch unbestimmten Trägers unter 
dem Einflüsse der gegebenen Lasten in Wirklichkeit zustande 
kommen. Die hierbei auftretenden Stabverlängerungen sind 
aber durch Gl. (65) — abgesehen von der darin noch vor- 
kommenden Unbekannten X — bereits festgestellt. Wir können 
also die von den Stabspannungen herrührenden GUeder der 

21* 
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Arbeitggleichung ohne weiteres anschreiben; zum Stabe t z. B. 
gehört das Glied ^ .- , ^ 

Es bleiben nur nooh die Arbeiten der Auflagerkräfte übrig, 
die zum Spannungsbilde Cu gehören. Diese Arbeiten sind aber 
gleich Null, weil sich die festgehaltenen Auflagerpunkte über- 
haupt nicht bewegen, während bei den längs Auflagerbahnen 
verschieblichen der Weg senkrecht zur Kraftrichtung steht. 
Die Arbeitsgleichung reduziert sich daher auf 

— ZGur{T + ttZ) = 0. (66) 

Die Summierung hat sich auf alle Stäbe mitEinschluß 
desüberzähligenzu erstrecken; für ihn ist, wie aus der 
Ableitung hervorgeht, ^ = und te = + 1 zu setzen. 

Das Vorzeichen vor der Summe ist ohne Bedeutung und 
auch der vorher eingeführte, unbestimmt gelassene Faktor C7, 
der in allen GUedem wiederkehrt, kann wieder gestrichen 
werden. Die Gleichung enthält daher nur die eine Unbekannte 
X. Die Summe läßt sich in zwei Glieder trennen und aus der 
so entstehenden Gleichung 

SurT + XSuH = 

erhält man durch Auflösung nach X 

X = -1^^. (67) 

Hiermit ist dieAufgabe gelöst. Dennalle 
in den Summen vorkommenden Glieder kön- 
nen auf Grund der beiden Kräftepläne Tundi^ 
und der Angaben über die Längen und Quer- 
schnitte der Stäbe zahlenmäßig angegeben 
werden. Wie groß man den Elastizitätsmodul annehmen 
will, bleibt übrigens gleichgültig, falls alle Stäbe aus demselben 
Material bestehen, da E nach Einsetzen des Wertes von r aus 
Gl. (59) in jedem Gliede von Zähler und Nenner in gleicher 
Weise auftritt und sich daher forthebt. 

Nachdem X bekannt ist, folgt auch die Spannung jedes 
andern Stabes nach Gl. (64). 
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Bisher nahm ich an, daß ein überzähliger Stab herausgenommen 
werden soll, um zum statisch bestimmten Hauptnetze zu gelangen. 
Man kann aber anstatt dessen ebensogut auch eine überzählige Auf- 
lagerbedingung beseitigen. In diesem Falle ist unter Z die Kompo- 
nente des Auf lagerdruckes zu verstehen, die durch den beseitigten 
Auflagerzwang in WirkHcbkeit hervorgerufen wird. 

Man überzeugt sich leicht, daß die vorhergehenden Entwick- 
lungen auch fEb: diesen Fall ohne Änderung gültig bleiben. Man 
nehme. z, B. an, daß es sich um einen Fachwerkbogenträger handele, 
der ans einem statisch bestimmten Fachwerke durch feste Auflage- 
rung beider Endknotenpunkte hervorgegangen ist. Der festen Auf- 
lagerung beider Endpunkte entsprechen vier Auf lagerbeding^ngen 
also eine zuviel. Anstatt nun einen Stab herauszunehmen und da- 
durch zu einem Hauptnetze zu gelangen, das einen Bogenträger mit 
drei Gelenken darstellt, kann man auch eine Auf lagerbeding^ung ent- 
fernen, nämlich voraussetzen, daß der Träger nur an einem Ende 
fest, am andern auf einer horizontalen Auflagerbahn verschieblich 
aufgelagert sei. Als „Hauptnetz^ ist jetzt das als Balkentiilger auf- 
gelagerte Fachwerk anzusehen. Man zeichne den Eräfteplan T fOr 
die im Balkenträger durch die gegebenen Lasten hervorgerufenen 
Stabspannungen. Dann bringe man als einzige Last eine horizontale 
Kraft von der Lasteinheit an dem auf dem Bollenlager sitzenden 
Auflagerpunkte an, die auf den festen Auf lagerpunkt zu gerichtet 
ist. Dieser Last entspricht ein horizontaler Auflagerdruck von der- 
selben Größe am festen Auflager. Man zeichne den Kräfteplan u 
für die hierdurch hervorgerufenen Stabspannungen im Balkenträger. 
Bezeichnet dann X den in Wirklichkeit bei dem statisch unbestimmten 
Träger unter den gegebenen Lasten auftretenden Horizontalschub, so 
werden die Stabspannungen 8 durch Gl. (64) angegeben und X selbst 
findet man durch dieselben Überlegungen wie vorher gleich dem durch 
61. (67) angegebenen Werte. 

§ 53. Tröger mit zwei oder mehr überz&hligen Stäben« 

Allzugroß ist die Zahl der überzähligen Stäbe nicht leicht 
bei den in der Praxis angewendeten Tragkonstruktionen, für 
die man solche Bechnungen auszuführen hat. Träger mit zwei 
oder drei überzähligen Stäben kommen indessen noch öfters 
vor. Ich werde hier einen Träger mit zwei überzähUgen Stäben 
behandehi; man sieht nachher leicht ein, wie sich das Ver- 
fahren gestaltet, wenn die Zahl der überzähUgen Stäbe (oder 
Auflagerbedingongen) noch größer ist. 
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Abb. 159 zeigt ein Beispiel för einen zweifach statisch un- 
bestimmten Bogentrager. Denkt man sich die Stäbe X und Y heraus- 
genommen, so bleibt ein Hauptnetz übrig, das einen statisch be- 
stimmten Bogentrager mit drei Gelenken vorstellt. Das Mittelgelenk 

jr wird durch den Ereuzungs- 

punkt 6r der beiden zwi- 
schen X und Y liegenden 
Diagonalstäbe dargestellt. 
Sind die Stäbe in G mit- 
einander verbunden, so ist 
G ein eigentliches Gelenk; 
gehen sie aneinander vorüber, so ist G ein imaginäres Gelenk. Für 
die Berechnung ist es aber gleichgültig, ob der eine oder der andere 
Fall vorliegt. Ebenso ist es auch einerlei, ob die übrigen Diagonalen 
an den Ejreuzungsstellen miteiaander vernietet sind oder nicht: in 
jedem Falle büdet jede der beiden Scheiben, die im Gelenke G zu- 
sammenhängen, ein einfaches statisch bestimmtes Fachwerk, das 
von dem sich an den Auf lagerpunkt anschließenden Dreiecke aus 
durch fortgesetzte Angliederung neuer Ejiotenpunkte durch je zwei 
Stäbe erzeugt werden kann. 

Man berechnet zunächst die Stabspannungen jT, die im 
Hauptnetze durch die gegebenen Lasten hervorgerufen werden. 
Dann bringt man am Hauptnetze Kräfte von der Lasteinheit 
an den Endpunkten des ersten überzähligen Stabes X an, von 
jener Bichtung, wie sie einer im Stabe X auftretenden Zug- 
spannung entspricht. Diese beiden Lasten bringen Auflager- 
kräfte und Stabspannungen im Hauptnetze hervor, die auf die- 
selbe Art wie vorher ermittelt werden können. Der zugehörige 
Kräfteplan soll als Kräfteplan u bezeichnet werden. 

Bis jetzt entspricht das Verfahren genau dem im vorigen 
Paragraphen befolgten. Hier kommt nur noch hinzu, daß man 
sich auch an den Endpunkten des zweiten' überzähligen Stabes 
Y Kräfte von der Lasteinheit am Hauptnetze angebracht zu 
denken hat, die so gerichtet sind, wie es einer Zugspannung im 
Stabe Y entspricht. Auch für diesen dritten Belastungsfall 
führt man die Berechnung der Stabspannungen im Hauptnetze 
durch, indem man einen dritten Kräfteplan v zeichnet. 

Versteht man unter X und Y zugleich auch die unbekannten 
Spannungen in den beiden überzähUgen Stäben (nach Größe 
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und Vorzeichen), so setzt sich die in. irgendeinem Stabe i unter 
den gegebenen Lasten tatsächlich eintretende Spannung 8^ 
ans den drei Spannungsbildem T, u und v nach der Gleichung 

S\^T,+ u,X + v,Y (68) 

zusanunen. Um die beiden Unbekannten X und Y zu ermittehiy 
müssen wir jetzt das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
zweimal anwenden. 

Das erste Mal legen wir, wie früher, das Spannungsbild 
Cu zugrunde und sehen als virtuelle Verschiebungen jene an, 
die die Knotenpunkte bei der elastischen Formänderung des 
statisch unbestimmten Trägers unter den gegebenen Lasten 
tatsächhch erleiden. Dies liefert die Arbeitsgleichung 

—SCu • Ai = 0. 

Beachten wir, daß A^^ hier 

AZ, = r.S, = r^T, + u.X + v.Y) 

gesetzt werden kann, so geht die Gleichung nach Streichung 
des konstanten Faktors C über in 

SurT + XHuH + YSuvr= 0. (69) 

Die unter den Summenzeichen auftretenden Größen sind 
sämtUch bekannt und die Summen können daher zahlenmäßig 
ausgerechnet werden. Hierbei ist zu beachten, daß die Summen 
zwar an und für sich über alle Stäbe mit Einschluß der über- 
zähligen auszudehnen sind, daß aber T für beide überzähHgen 
Stäbe, u für den Stab Y und v für den Stab X zu Null wird. 
Für den Stab X ist w = + 1 und für den Stab 7 ist t; = + 1 
zu setzen. Tatsächlich kommen hiemach in der ersten und in 
der letzten der drei Summen nur Glieder vor, die sich auf die 
Stäbe des Hauptnetzes beziehen, während in der zweiten Summe 
außerdem noch der Stab X durch ein Glied vertreten ist. 

Dann wenden wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
nochmals und zwar auf ein Spannungsbild Gv an, worin C 
wieder eine behebige Konstante bedeutet. Als virtuelle Ver- 
schiebungen nehmen wir dieselben wie im vorigen FaUe an. Die 
Arbeitsgleichung lautet jetzt 
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— IlCv • Ai = 

oder nach Einsetzen des Wertes von AI and Streichung des 
konstanten Faktors 

SvrT + XSuvr + TZv^r = 0. (70) 

Von den hier auftretenden drei Sununen ist eine schon 
aus der vorigen Gleichung bekannt; die beiden andern können 
ebenfalls ihrem Zahlenwerte nach ausgerechnet werden. Nach- 
dem dies geschehen ist, bleibt nur noch übrig, die beiden Glei- 
chungen ersten Grades (69) und (70) nach den darin allein noch 
vorkommenden beiden Unbekannten X und T aufzulösen. Man 
findet 



^ SurT ' 2v*r — 2vrT - Zuvr 

{Zuvry — 2u'r ' Zvfr 
2vrT . Zu^r — ZurT • Zuvr 



T = 



{2uvr)*—Su*r - Zv^r 



(71) 



Eommen schließlich drei überzählige Stäbe vor und be- 
zeichnet man den dritten mit Z, so ist noch ein weiterer Kräfteplan iv 
zu zeichnen fQr die Spannungen, die im Hauptnetze durch eine längs 
des Stabes Z angenommene Zugspannung von der Lasteinheit hervor- 
gerufen werden. In Gl. (68) hat man noch ein Glied WiZ beizuf&gen 
und das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten ist noch ein drittes 
Mal für ein Spannungsbild Ow in Anwendung zu bringen. Man 
erhält dadurch drei Arbeitsgleichungen, die nach den drei Unbekannten 
Xf Y, Z aufgelöst werden können. — Entsprechend wäre auch zu 
verfahren, wenn die Zahl der überzähligen Stäbe noch größer sein 
sollte. 

§ 64. Die Temperaturspannungen. 

Wir haben bisher nur jene Spannungen berechnet, die 
durch eine Belastung hervorgebracht werden. Jetzt fragen wir 
nach den Spannungen, die ganz unabhängig von den Lasten 
duroh Temperaturänderungen der Fachwerkstäbe hervorge- 
rufen werden. Man bezeichnet sie als „Temperaturspannungen" 
oder „Wärmespannungen'' und muß sie ebenso sorgfältig be- 
rechnen, wie die von den Lasten selbst herrührenden, da sie 
unter Umständen sehr groß werden können. Die Temperatur- 
schwankungen, durch die sie hervorgerufen werden, sind ge- 
wöhnlich von vornherein gegeben, z. B. bei Konstruktionen, 
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die im Freien angestellt sind^ durch die meteorologischen Er- 
iahnmgswerte. 

Sehr leicht überzeugt man sich z. B. yon dem Einflnsse, den 
eine Temperatorftnderang ansfibt, beim Bogenträger mit zwei Ge- 
lenken. An einem heißen Sommertage sind die Siabe viel wftrmer, 
als bei der Montierungstemperatnr und wenn sie spannungslos bleiben 
sollten, müßten sie die Möglichkeit haben, sich dementsprechend aus- 
zudehnen. Wäre der Bogenträger als Balken aufgestellt, also eine 
Auf lagerbedingung beseitigt, so würde dem kein Hindernis im Wege 
stehen. Jeder Stab würde sich dann, falls alle die gleiche Tempe- 
ratur haben, im selben Verhältnisse verlängert haben und die Träger- 
figur würde der ursprünglichen ähnlich geblieben sein. Im gleichen 
Yerhältnisse würde sich demnach auch die Spannweite, also die Ent- 
fernung der beiden Auflagerpunkte vergrößert baben. Beim Bogen- 
träger wird aber diese Entfernung durch die Auflagerbedingungen 
konstant erhalten. Es muß daher ein Auflagerzwang, d. h. ein Hori- 
zontalschub aufiareten, der die Ausdehnung verhindert Dieser hat 
zugleich ein System von Spannungen in allen Stäben zur Folge. — 
Beim Bogenträger mit drei Gelenken (und überhaupt bei den 
statisch bestimmten Trägem) ist dies anders. Bei ihm hebt sich 
einfach das Mittelgelenk um soviel; daß die Spannweite konstant 
bleibt, während jede Scheibe bei der Erwärmung ihrer ursprüng- 
lichen Gestalt ähnlich (wenn auch nicht mehr ähnlich gelegen) 
bleibt. 

Durch die vorhergehenden Bemerkungen ist auch schon ein 
Weg gewiesen, auf dem man zur Berechnung des durch die Erwär- 
mung hervorgerufenen Honzontalschubes beim einfach statisch un- 
bestimmten Bogenträger gelangen kann. Dieser Horizontalschub muß 
so groß sein, daß er die Vergrößerung der Spannweite durch die 
Erwärmung wieder rückgängig machen kann. Versteht man daher 
in Gl. (62), S. 306 unter x die gegebene Vergrößerung der Spann- 
weite bei Wegfall des Auf lagerzwanges, unter P den gesuchten Hori- 
zontalschab, unter 8 und T, die hier gleich miteinander sind, die 
durch P hervorgerufenen Stabspannungen (die gleich P mal einer 
Verhältniszahl sind, die aus einem Eräfteplan für P« 1 entnommen 
werden kann), so kann Gl. (62) unmittelbar nach der unbekannten P 
aufgelöst werden. 

Ich nehme jetzt femer an, daß irgendein einzelner Stab, 
der die Ordnungsnummer h tragen möge, um t Grad Celsius 
erwärmt (oder bei negativem t abgekühlt) werde, während die 
übrigen ihre Temperatur behalten sollen. Es handelt sich darum. 
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die Spannungen zu berechnen, die hierdurch in dem statisch un-> 
bestimmten Träger hervorgerufen werden. 

Wenn der Träger einfach statisch unbestimmt ist, können 
wir den Stab k als den überzähligen betrachten« Es könnte 
freilich auch vorkommen, daß der beUebig ausgewählte Stab k 
gar nicht als überzähUger aufgefaßt werden dürfte, indem er 
nicht zu jenem Teile des ganzen Stabverbandes gehörte, der 
etwa allein statisch unbestimmt wäre. In diesem Falle würde 
aber die Temperaturänderung des Stabes k überhaupt keine 
Temperaturspannungen hervorrufen. Denn wenn wir ihn uns 
herausgenommen dächten, dürfte unter der genannten Voraus- 
setzung der Best kein steif verbundenes System mehr bilden. 
Der Best würde daher einer Entfernung oder Annäherung der 
Knotenpunkte, zwischen denen der Stab k verlief, keinen Wider- 
stand entgegensetzen, d. h. die Ausdehnung des Stabes unter 
dem Einflüsse der Erwärmung könnte ohne jeden Zwang er- 
folgen und es kämen überhaupt keine Spannungen zustande. 
Da dieser Fall ohne weiteres Interesse ist, können wir daher 
den Stab k als den überzähligen ansehen. 

Die im Stabe k auftretende Spannung sei mit X bezeichnet 
und werde, wie immer, positiv gerechnet, wenn sie eine Zug- 
spannimg ist, obschon man natürUch bei einem positiven t eine 
Druckspannung im Stabe zu erwarten hat. Dies muß sich aber 
bei der Ausrechnung von selbst herausstellen. 

Wie in früheren Fällen zeichnen wir auch jetzt wieder 
einen ICräfteplan u, der die Spannungen im Hauptnetze angibt, 
die zu einer Zugspannung von der Größe der Lasteinheit im 
überzähligen Stabe gehören. Die tatsächlich im Stabe % auf- 
tretende Spannung S^ ist dann 

S^ = u.X 

zu setzen und es handelt sich nur noch um die Ermittelung der 
Unbekannten X, 

Hierzu verfahren wir ebenso wie früher. Wir betrachten 
ein Spannungsbild Cuy das ohne äußere Lasten (abgesehen 
von den zugehörigen Auflagerkräften) an jedem Knotenpunkte 
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Gleichgewicht herstellt und wenden darauf das Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten an, indem wir als virtuelle Ver- 
sohiebungswege der Knotenpunkte jene ansehen, die unter dem 
Einflüsse der Erwärmung des Stabes k tatsächlich zustande 
kommen. 

Dabei ist zu beachten, daß die Längenänderung jedes zum 
Hauptnetze gehörigen Stabes i 

zu setzen ist, während beim Stabe k noch ein Glied hinzutritt, 
das unmittelbar auf die Temperaturänderung zurückzuführen 
•ist. Aus dem gegebenen Ausdehnungskoeffizienten ^ des Ma- 
terials (für Eisen der Länge für 1° C.) und der Länge l^ 

des Stabes k folgt die auf die Erwärmung allein zurückzuführende 
Längenänderung zu 

Dazu kommt die von der Spannung X hervorgerufene 
Längenänderung r^X, die für ein positives X ebenfalls positiv 
zu rechnen ist. Man hat daher für den Stab k im Gegensatze 
zu den übrigen 

wenn im letzten Ausdrucke zur Herstellung der Symmetrie 
mit A/^ noch der Faktor u^ mit einbezogen wird, der den Wert 
+ 1 hat. 

Die Arbeitsgleichung lautet jetzt 

— ZCuAl = 

oder nach Einführung der Werte von dkl 

Zu • ruX + rilj^t = 0, 

woraus durch Auflösung nach X 

gefunden wird. Damit ist die zunächst gestellte Aufgabe gelöst 
und man sieht auch, daß X in der Tat negativ wird, wenn t 
positiv ist, da SQWohl ij, als l^, als £u^r stets positiv sind. Die 
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Summe ist auf den überzähligen Stab mit zu erstrecken und 
zwar ist für ihn, wie bereits bemerkt, t^^ = + 1 zu setzen. 
Die Spannung irgendeines Stabes i ist nun 

Sollten femer mehrere Stabe, anstatt eines einzigen, ihre Tempe- 
ratur um beliebig gegebene Beträge ändern, so setzt sich 8i aus 
einer entsprechenden Anzahl von Gliedern zusammen, die alle nach 
dem vorstehenden Muster gebildet sind. Hierbei ist es übrigens 
nicht nötig, fär jeden Fall einen besonderen Eiäffceplan u von neuem 
zu zeichnen. Kommt nämlich nachher die Temperaturerhöhung eines 
Stabes m in Frage, so tritt an Stelle von u in der vorhergehenden 

Formel einfach das Verhältnis — , wobei der konstante Nenner u' 



auch noch vor das Summenzeichen gesetzt werden kann. — Anstatt 
dessen kann man auch die vorige Betrachtung für den Fall der Tempe- 
raturändemng mehrerer Stäbe von neuem wiederholen. 

Die unmittelbare Anwendung dieser Entwicklungen auf den Fall, 
daß sich alle Stäbe um gleichviel erwärmen, wäre unbequem und 
man hilft sich dann besser auf andere Art, wie hier an dem Bei- 
spiele des einfach statisch unbestimmten Fachwerkbogens gezeigt 
werden soll. Man kann sich nämlich einen solchen Fachwerkbogen 
dadurch in einen Balkenträger verwandelt denken, daß man einen 

Stab a zwischen die Auflager- 
punkte einschaltet (Abb. 1 60), 
der von so großem Querschnitte 
angenommen wird, daß er 
unter der in ihm auftretenden 
^y^^ jgQ ^ Spannung keine merkliche 

elastische Längenanderung 
erfährt. Man braucht dazu nur ^a » zu setzen. Wenn dann das 
rechte Ende auf ein Bollenlager gesetzt wird, so ist trotzdem die 
Bedingung noch erfiillt, daß sich dieses Ende unter dem Einflüsse 
von Lasten nicht zu verschieben vermag. 

Dagegen kann man sich die Länge des Stabes a unter dem Ein- 
flüsse von Temperaturänderungen veränderlich denken. Wenn nun 
alle übrigen Stäbe in der Temperatur um t^ erhöht werden, so kommt 
dies auf dasselbe hinaus, als wenn sich der Stab a um fi abkühlte. 
Hiemach kann die Spannung jedes Stabes i sofort nach 61. (73) 
berechnet werden, wenn man darin Stab k durch Stab a ersetzt. 
Hierbei ist nur zu beachten, daß bei der Bildung von Uu^r für den 
überzähligen Stab a die Stabkonstante r^ = zu setzen ist 
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Ähnlich wie vorher hat man auch zu verfahren, wenn der 
Träger zweifach statisch unbestimmt sein sollte. Die Spannung im 
Stabe -X;, der sich um t^ erwärmt und als ein überzähliger angesehen 
werden soll; sei wieder mit 2, die in einem zweiten überzähligen 
Stabe mit 7 bezeichnet. Dann hat man 

und fCLr jeden Stab, mit Ausnahme von k 

/\li -« ri{uiX + ViY). 
Für den Stab Je selbst dagegen wird 

Hierbei sind der Symmetrie wegen u^ und Vk wieder mit aufgenom- 
men, obschon Mi^ — + 1 und Vk^^'O ist. 

Die Anwendung des Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeiten 
auf die beiden Spannungsbilder Cu und Gv liefert die Arbeits- 
gleichungen 

ZZwV + YZuvr + riht = | 

XZuvr + TUv^r = 0, j ^^^^ 

ans deren Auflösung die beiden Unbekannten X und Y gefunden 
werden. 

§ 55. Einflufilinien für die statisch unbestimmten Größen« 

Die Maxwell-Mohrsche Methode führt am schnellsten zum 
Ziele, solange es sich nur um die Berechnung der Stabspannungen 
für einen einzigen, oder doch nur für ganz wenige Belastungs- 
fälle handelt. Maß man dagegen sehr viele verschiedene Last- 
stellnngen in Betracht ziehen, wie sie etwa nacheinander bei der 
Überfahrt eines Eisenbahnzuges über eine Brücke vorkommen, 
so tut man besser, sich nach andern Hilfsmitteln umzusehen, 
die nicht dazu nötigen, die ganze Bechnung für jede Laststellung 
von neuem zu wiederholen. 

Der AnschauUchkeit wegen werde ich mich hierbei auf die 
Untersuchung des einfach statisch unbestimmten Fachwerk« 
bogens beschränken, obschon man leicht bemerken wird, daB 
die ganze Betrachtung ohne wesentUche Änderungen auch all- 
gemeiner durchgeführt werden könnte. 

[; Ein solcher Fachwerkbogen bildet an sich ein statisch be- 
stinmites Fachwerk und der aus ihm entstehende Träger wird 
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nur dadurch statisch unbestimmt, daß ihm vier Auilagerbe- 
dingungen vorgeschrieben sind. Als statisch unbestimmte 
Größe sieht man hier am besten den Horizontalschub an. So- 
bald dieser für irgendeine Laststellung berechnet ist, kann man 
alle Stabspannungen auf einfache Art, also etwa durch Zeichnen 
eines Kräfteplanes erhalten, da die Vertikalkomponenten der 
Auflagerkräfte ebenso groß sind, wie bei einem Balkenträger, 
also durch Momentengleichungen oder mit Hilfe eines Seil- 
polygons sofort ermittelt werden können. 

Man nehme nun an, daß eine Einzellast von der Größe 
der Lasteinheit über den Träger hin fortschreite. Zu jeder 
Stellung dieser Einzellast sei der Horizontalschub auf irgend- 
eine Art berechnet. Trägt man den Abstand der Last vom 
einen Auflager her als Abszisse und den zu dieser Laststellung 
gehörigen Horizontalschub in einem passenden Maßstabe als 
Ordinate auf, so erhält man einen Linienzug, der als die Ein- 
flußlinie für den Horizontalschub bezeichnet wird. Es ist hierbei 
übrigens nur nötig, den Horizontalschub für die Laststellungen 
über den Knotenpunkten gesondert zu berechnen. Denn zwischen 
zwei Knotenpunkten wird die Last von der Fahrbahnkonstruk- 
tion aufgenommen, die sie in bekannten Anteilen auf die beiden 
Knotenpunkte überträgt. Da dieses Verhältnis eine lineare 
Funktion der Abszisse der Laststellung ist, wird auch die Ein- 
flußlinie zwischen beiden Knotenpunkten durch eine gerade 
Linie gebildet. Die Einflußlinie ist daher ein Polygon, dessen 
Ecken auf Lotrechten mit jenen Knotenpunkten liegen, an denen 
die Fahrbahntafel befestigt ist und es ist nur nötig, die Ordinaten 
dieser Eckpunkte auf irgendeine Art zu berechnen. 

Setzen wir für den Augenblick voraus,^ daß die Einflußlinie 
bereits koiistruiert sei, so kann man mit ihrer Hilfe sofort auch 
den Horizontalschub für ein beliebiges System senkrechter Lasten 
angeben. Man braucht nur jede Last mit der Verhältniszahl zu 
multiplizieren, die als Ordinate der Einflußlinie ihr zugeordnet 
ist,. und die Summe der Produkte zu addieren. Sobald die Ein- 
flußlinie gegeben ist, unterscheidet sich daher die Berechnung 
des Trägers kaum noch von der eines statisch bestimmten Trägeis. 
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loh kann mich daher hier darauf beschränken, die Ermittelung 
der Ordinaten der Einflußlinie für den Horizontalschub aus- 
einanderzusetzen. 

Zu diesem Zwecke kann man sich zwar auch wieder des 
bereits früher auseinandergesetzten Maxwell - Mohrschen Ver- 
fahrens bedienen, indem man für jeden Knotenpunkt, der zur 
Unterstützung der Fahrbahn dient, den zugehörigen Horizontal- 
sdiub nach GL (67), S. 324 berechnet. Hier soll aber ein anderes 

Abb. 161 a. 
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Abb. 161b. 

Verfahren beschrieben werden, das sich auf die Anwendung des 
Verschiebungsplanes in Verbindung mit dem Satze von der 
Gegenseitigkeit der Verschiebungen gründet. 

Man denke sich den in Abb. 161^ gezeichneten Fachwerk- 
bogen zunächst als Balkenträger aufgestellt und an dem auf 
dem Bollenlager sitzenden Auflagerpunkte eine horizontale 
Kraft, die gleich der Lasteinheit ist, als einzige Belastung an- 
gebracht. Für diesen Belastungsfall wurde auf einem Zeichen- 
blatte in größerem Maßstabe ein Kräfteplan gezeichnet, der 
nichts Bemerkenswertes bietet und der daher hier nicht mit 
aufgenommen wurde. Indessen sind die aus ihm entnommenen 
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Stabspannungen u in der weiter unten folgenden Tabelle (S. 341) 
angegeben. 

Die Stablängen und auch die Stabquerschnitte müssen als bereits 
bekannt vorausgesetzt werden, wenn die Einflußlinie konstruiert oder 
überhaupt die Berechnung der Stabspannungen für den statisch un- 
bestimmten Träger durchgeführt werden soll. Freilich kennt man 
bei der Aufstellung eines Projektes die Stabquerschnitte nicht von 
vornherein, sondern beabsichtigt, sie erst auf Grund des Ergebnisses 
der statischen Berechnung festzusetzen. Es bleibt aber hier nichts 
anderes übrig, als daß man vorläufig versuchsweise Annahmen über 
die in Aussicht zu nehmenden Querschnitte macht und zwar auf 
Orund von Erfahrungen^ die man bei früheren ähnlichen Ausfüh- 
rungen oder auch auf Grund von Vorprojekten gewonnen hat. Über- 
zeugt man sich dann nach den Ergebnissen der Berechnung, daß die 
Stabquerschnitte gegenüber der vorläufigen Annahme erheblich zu 
ändern sind, so muß nach Vornahme der Berichtigung die Unter- 
suchung nochmals wiederholt werden und zwar nötigenfalls so oft, 
bis eine hinreichende Übereinstimmung erzielt ist. 

Aach die aus der Zeichnung entnommenen Stablängen und 

die — übrigens ganz willkürlich gewählten — Stabquerschnitte 
sind nebst den danach berechneten Stabkonstanten r in der 
Tabelle zusammengestellt. Dabei genügte es, der symmetrischen 
Anordnung des Trägers wegen, die Aufzählung der Stäbe auf 
nur eine Trägerhälfte zu erstrecken. Der Elastizitätsmodul 
vmrde, obschon es auf seinen genaueren Wert gar nicht an- 
kommt, solange es sich nur um 
die durch die Lasten hervor- 
gerufenen Spannungen handelt, 
der Anschaulichkeit wegen eben- 
falls mit eingesetzt und zwar 
vnirde er zu 2000000 atm an- 
• genommen. Hiemach sind die 
Längenänderungen AI der Stäbe 
berechnet, die zum Spannungs- 
^^^' ^**- bilde u gehören. 

Nach diesen Vorbereitungen zeichnet man den Verschie- 
bungsplan für den angenommenen Belastungsfall. Dabei wurde 
zunächst angenommen, daß Stab 4 seine Eichtung nicht ändere. 
Das erste Stück des Verschiebungsplanes ist in Abb. 162 dar- 
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gestellt« Dabeisindalle 
Längenanderangen in 
125 facher Vergröße- 
rung aufgetragen. 
Wenn man die Zeich- 
nung in demselben 
Maßstabe fortsetzen 
wollte, würde sie aber 
den hier zur Yerfügong 
stehenden Baum über- 
schreiten. Deshalb ist 
der gesamte Verschie- 
bungsplan außerdem 
noch in Abb. 163 in 
nur 40 facher Ver- 
größerung gezeichnet. 
Wer die Zeichnung zur 
Übung wiederholen 
will, möge, sie jedoch 
in dem Maßstabe der 
Abb.162 weiterführen, 
da sonst selbst bei aller 
Sorgfalt nur eine un- 
genügende Genauig- 
keit erzielt werden 
könnte. 

Eine ausf&hrliche Be- 
schreibimg des Ver- 
fahrens, das beim Zeich- 
nen des Verschiebungs- 
planes einzuhalten ist, 
wurde sdion in § 51 
gegeben. Da sich hier 
alles nach den dort be- 
sprochenen Begeln ab- 
spielt, ist es nicht nötig, 
nochmals darauf zurflck- 
zukommen. Nur auf das 
Zurückdrehen, das nach- 
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träglich vorzunehmen ist, sobald der Verschiebungsplan bis zum 
Auflagerpunkte XVII hin durchgeführt wurde, gehe ich noch mit 
wenigen Worten ein. 

Der Auflagerpunkt XVII kann sich, da jetzt vorausgesetzt war, 
daß er auf einem Bollenlager sitze, nur in horizontaler Bichtung 
verschoben haben. Daß Abb. 163 zugleich eine Verschiebung in 
vertikaler Richtung nachweist, rührt nur von der eingangs zugrunde 
gelegten unzutreffenden Voraussetzung her, daß sich die Richtung des 
Stabes 4 nicht geändert habe. Wir müssen daher zuletzt noch eine 
Drehung des ganzen Trägers ohne Gestaltänderung vornehmen, durch 
die XVII auf die horizontale Auflagerbahn zurückgeführt wird. 
Hierbei beschreibt XVII einen kleinen Kreisbogen um den festen 
Auf lagerpunkt J, der im Verschiebungsplane durch eine lotrechte 
gerade Linie angegeben wird. Wir ziehen also in Abb. 163 eine 
Horizontale durch den Pol und eine Lotrechte durch XVII imd erhalten 
als Schnittpunkt die richtige Lage XVIt von Knotenpunkt XVII 
im Verschiebungsplane. Auch alle übrigen Knotenpunkte beschreiben 
beim Zurückdrehen kleine Kreisbögen um J, die im Verschiebnngs- 
plane durch geradlinige Strecken darzustellen sind, die senkrecht zu 
den in Abb. 161^ von I nach den betreffenden Knotenpunkten ge- 
zogenen Halbmessern stehen und deren Längen sich zur Strecke 
XVII — XV U! des Verschiebungsplanes wie die zugehörigen Halb- 
messer verhalten. 

Dabei war es für unseren Zweck nur nötig, das Zurückdrehen 
mit den Knotenpunkten des Obergurtes vorzunehmen, an denen, wie 
dabei vorausgesetzt wird, die Fahrbahn befestigt sein soll, so daß 
die Lasten an ihnen angreifen. Man hat hierbei noch eine Kontrolle 
für die Genauigkeit der Zeichnung, indem der symmetrischen Gestalt 
des Trägers wegen die sich auf beiden Trägerhälften entsprechenden 
Knotenpunkte nach der Formänderung in gleicher Höhe, also auch 
die Punkte VIII\ Xlt usf. des Verschiebungsplanes auf derselben 
Horizontalen liegen müssen. Außerdem müssen sie auch von einer 
durch X! gezogenen Lotrechten nach beiden Seiten hin um gleichviel 
abstehen. Bei der im größeren Maßstabe auf dem Zeichenblatte aus- 
geführten Zeichnung war diese Probe recht befriedigend erfQllt. 

Zugleich sei noch darauf hingewiesen, daß die Zeichnung erheb- 
lich hätte vereinfacht werden können, wenn man, wie es früher be- 
sprochen war, den Verschiebungsplan von dem mittleren Knotenpun^e X 
aus unter der — in diesem Falle auch wirklich zutreffenden — Vor- 
aussetzung konstruiert hätte, daß Stab 1 7 seine Richtung behält. Man 
hätte dann nachträglich noch eine für alle Knotenpunkte gemeinsame 
Verschiebung vorzunehmen gehabt, durch die der feste Knotenpunkt / 
in seine Lage, also im Verschiebungsplane zum Pole (und hiermit 
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zugleich auch Knotenpunkt XFJJ auf seine horizontale Auf lagerbahn) 
zurückgeführt würde. Anstatt dessen hatte man auch umgekehrt den 
Pol im Verschiebungsplane nachtraglich auf Punkt I rücken können, 
womit alle weiteren Änderongen entbehrlich geworden wären. Es 
hätte auch genügt, den Yerschiebungsplan nur für eine Trägerhälfte 
zu entwerfen. 

Obschon ich aber nicht unterlassen wollte, auf die Möglich- 
keit dieser Vereinfachungen hinzuweisen, hielt ich es doch für 
besser, zunächst bei dem ursprünglich angegebenen Verfahren stehen 
zu bleiben, da es nützlicher ist, sich zonächst einmal mit diesem 
gründlich yertraut zu machen. 

Nachdem der Verschiebungsplan fertig ist, kann man daraus 

mit Hilfe des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen 
die in Abb. 161** (S. 335) bereits unterhalb der Tragerfigur 
gezeichnete Einflußlinie für den Horizontalschub entnehmen. 
Hierzu bedenke man, daß die Lasteinheit etwa am Knoten- 
punkte VI eine Horizontalverschiebung des immer noch auf 
einem Bollenlager sitzend gedachten Auflagerpunktes XVII 
hervorbringt, die nach dem Maxwellschen Satze ebensogroß 
ist, als die Vertikalverschiebung des Knotenpunktes VI bei 
dem vorigen Belastungsfalle, auf den sich der Versohiebungs- 
plan bezieht. Wir entnehmen also aus Abb. 163 die senkrechte 
Entfernung des Punktes VT von der durch den Pol gezogenen 
Horizontalen, die wir mit r^ bezeichnen wollen und setzen sie 
gleich der Vergrößerung der Spannweite, die durch eine am 
Punkte VI in lotrechter Bichtung angreifende Lasteinheit 
herbeigeführt wird für den FaU, daß das rechte Auflager auf 
einem Bollenlager sitzt. Damit diese Verschiebung wieder 
rückgängig gemacht werde, müssen wir einen Horizontalschub 
H^ an dem Auflager anbringen, dessen Berechnung imsere Auf- 
gabe bildet. Wir wissen aber bereits, um wieviel sich der auf 
auf dem Bollenlager sitzende Auflagerpunkt unter dem Einflüsse 
einer horizontalen Kraft verschiebt. Dieser Verschiebungs- 
weg, der mit y bezeichnet werden mag, ist gleich der Strecke 
vom Pole des Verschiebungsplanes bis zum Punkte XV IT. 
Für eine horizontale Kraft von der Größe H ist demnach der 
Verschiebungsweg gleich Hy und da dies gleich x^ sein soll, 
finden wir 
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B, = f' (75) 

Die beiden Strecken sind aus dem Verschiebungsplane be- 
kannt und hiermit auch ihr Verhältnis. Daß H^ gleich einer 
Verhältniszahl gefunden wird, rührt davon her, daß es zur 
Lasteinheit am Knotenpunkte VI gehören sollte. Wird eine 
Last von der beliebigen Größe P an VI aufgebracht, so ist der 
zugehörige Horizontalschub 

H== P^' (76) 

Für alle übrigen Knotenpunkte findet man diese Verhält- 
niszahlen oder ,,Einflußzahlen" auf gleiche Art. Hiemach 
wurde die Einflußhnie in Abb. löl** aufgetragen. Den Ordi- 
naten sind ihre Werte überdies beigeschrieben. 

Schließlich wurde noch der Horizontalschub des Trägers für 
den Fall bestimmt, daß an den Knotenpunkten II und XVIII eine 
Last von je 500 kg, an allen übrigen Knotenpunkten des Obergurtes 
eine Last von je 1000 kg angreift. Multipliziert man diese Lasten 
mit den aus Abb. 161^ ersichtlichen Einflußzahlen und addiert^ so 
erhält man 

J?= 10 + 313 + 550 + 727 + 780 + 727 + 550 

+ 313 + 10 =» 3980 kg. 

Zum Zwecke des Vergleiches wurde außerdem der Horizontal- 
schub auch nach dem Maxwell -Mohrschen Verfahren fCLr denselben 
Belastungsfall berechnet. Die Ausrechnung der Summen erfolgte in 
Form der auf Seite 341 folgenden Tabelle, auf die schon vorher 
mehrmals hingewiesen wurde. 

Hierzu ist noch zu bemerken, daß die Spannungen T durch die 
gegebenen Lasten in dem als Balken aufgelagerten Trftger hervor- 
gerufen werden. Sie wurden mit Hilfe eines besonderen Kräfteplanes 
ermittelt, der hier nicht mit aufgenommen wurde. Der Elastizitäts- 
modul ist gleich 2000000 atm gesetzt. 

Für den Horizontalschub findet man nun nach Gl. (67), S. 324 

SurT 248 91 • 10 ~' 

^^ r 60,873 • IQ-' ** 

Es genügt nämlich, beide Sununen nur auf eine Trägerhälfte zu er- 
strecken, da sonst nur noch der Faktor 2 in Zähler und Nenner hinzu- 
käme. Deshalb sind auch in der Tabelle die Beiträge von Stab 17 
zu den beiden Summen nur zur Hälfte eingesetzt. 
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Der Vergleich mit dem vorher gefundenen Werte von H» 3980 
zeigt einen Unterschied Yon weniger als 1 Prozent, worauf es bei den 
in der Praxis vorliegenden Aufgaben gewöhnlich nicht ankommt. 
Treilich ist das Resultat des Vergleiches verhältnismäßig günstig und 
es fragt sich, ob es sich immer so gut gestaltet Jedenfalls ist dies 
nur durch große Sorgfalt bei der Konstruktion des Verschiebungs- 
planes zu erreichen und der nach der Mohrschen Methode ermittelte 
Wert ist im allgemeinen als der genauere zu betrachten. Der Kräfte- 
plan T, der bei ihm noch in Präge kommt, läßt sich nämlich ge- 
nauer zeichnen als der Verschiebungsplan. Ereilich kann man ander- 
seits beim Ausrechnen der Summen auch leichter einmal einen groben 
Fehler begehen als beim Verschiebungsplane, bei dem er sich dem 
Auge sehr bald bemerklich machen würde. 

Tabelle. 



Stab 
Nr. 


Stab- 
länge l 
in cm 


Quer- 
schnitts- 
fläche i^ 
in cm' 


l 
»•- EF 
cm 
kg 


Spannung 
Tin kg 


Ver- 
hältnis- 
zahl u 


rTu 


««r 


1 


900 


116 


8,92- 10""* 


-4000 


+ 0,69 


- 9,26- 10""' 


1,860 10 ^ 


2 


680 


118 


2,67 „ 


-8000 


+ 0,60 


- 4,00 „ 


0,667 „ 


8 


810 


89,9 


4,60 „ 


+ 8900 


-0,66 


-11,46 „ 


1,900 „ 


4 


720 


116 


8,14 „ 





-1,16 





4,280 „ 


6 


780 


89,9 


4,06 „ 


-8800 


+ 0,47 


- 7,27 „ 


0,896 „ 


6 


610 


118 


2,68 „ 


-6200 


+ 1,00 


-16,00 „ 


2,680 „ 


7 


770 


89,9 


4.27 „ 


+ 8960 


-0,64 


-10,80 „ 


1,760 „ 


8 


660 


116 


2,83 „ 


+ 8160 


-1,60 


-14,26 „ 


7,260 „ 


9 


600 


89,9 


8,88 „ 


-2760 


+ 0,80 


- 2,76 „ 


0,800 „ 


10 


600 


118 


2,64 „ 


-8600 


+ 1,48 


-81,20 „ 


ß,200 „ 


11 


760 


89,9 


4,16 „ 


+ 8200 


-0,66 


- 7,81 „ 


1,260 „ 


12 


620 


116 


2,70 „ 


+ 6200 


-2,06 


-84,80 „ 


11,800 „ 


18 


680 


89,9 


2,94 „ 


-1160 


+ 0,08 


- 0,10 „ 


0,027 „ 


14 


600 


118 


2,64 „ 


-9700 


+ 1,60 


-89,40 „ 


6,600 „ 


16 


770 


89,9 


4,28 „ 


+ 1400 


-0,28 


- 1,88 „ 


0,226 „ 


16 


600 


116 


2,61 „ 


+ 8600 


-2,48 


-64,60 „ 


16,400 „ 


17 


600 


89,9 


2,78 „ 


- 260 


-0,14 


+ 0,06 „ 


0,028 „ 




Sl 


immen: 


-848.91 10""' 


80378 10"* 



Anmerkung. Für den Stab 17 sind nur die Hälften eingesetzt, 
weil er zu jeder Trägerhälfte gehört. 
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§ 56. Die Atumahmefaöhwerke als statisch unbestimmte 

Konstruktionen. 

Ein Fachwerk oder ein Fachwerkträger möge die zur Her- 
stellung der Steifigkeit erforderliche Anzahl von Stäben gerade 
besitzen; dabei soll aber der in den vorhergehenden Abschnitten 
schon mehrfach besprochene Ausnahmefall vorUegen, bei dem 
wegen der besonderen Gestalt der Trägerfigur die Stäbe trotz 
ihrer sonst ausreichenden Anzahl keine hinreichende Steifigkeit 
herbeiführen. Solange man die Stablängen als unveränderhch 
ansieht, findet man dann aus den Gleichgewichtsbedingungen, 
daß im allgemeinen durch irgendeine beUebig gegebene Be- 
lastung unendUch große Stabspannungen hervorgebracht werden. 
Indessen kann man bei den Ausnahmefachwerken auch solche 
besondere Belastungsarten angeben, die nicht zu unendlich großen 
Stabspannungen führen. Man braucht z. B. nur zwei durch einen 
Stab verbundene Knotenpunkte mit zwei entgegengesetzt gleichen 
Kräften auseinanderzuziehen. Wenn andere Lasten nicht vor- 
kommen, treten offenbar .keine unendlich großen Stabspan- 
nungen auf, da der Stab zwischen beiden Knotenpunkten schon 
für sich allein ausreicht, um die angenommene Belastung auf- 
zimehmen, ohne daß die übrigen dabei mitwirken müßten. Man 
wäre jedoch im Irrtume, wenn man auf Grund dieser Überlegung 
annehmen wollte, daß dieser Stab nun auch allein gespannt würde, 
während die übrigen spannungslos blieben. DieAusnahme- 
fachwerke sind vielmehr solchen Lasten 
gegenüber, die nicht zu unendlich großen 
S t a b s p annungen führen, statisch unbe- 
stimmt. 

Denkt man sich nämhch den Stab zwischen den beiden 
belasteten Knotenpunkten entfernt, so erhält man einen Mecha- 
nismus, der sich zwar im allgemeinen zu bewegen vermag, der 
sich aber unter der gegebenen Belastung im Gleichgewichte 
befindet. Um sich davon zu überzeugen, lasse man den Mecha- 
nismus eine unendlich kleine virtuelle Bewegung ausführen. 
Dabei ist die Summe der Arbeiten der beiden Lasten gleich Null 
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(oder doch unendlich klein zweiter Ordnung), weil sich nach der 
Voraussetzung, daB es sich um ein Ausnahmefachwerk handeln 
soll, die Entfernung der beiden Angriffspunkte bei der Bewegung 
nicht ändert. Das ist aber die ausreichende Bedingung für das 
Gleichgewicht der beiden äußeren Kräfte an dem Mechanismus. 
Hiemach kann auch schon durch Spannungen in den zu dem 
Mechanismus gehörigen Stäben an jedem Knotenpunkte Gleich- 
gewicht hergestellt werden, ohne daß dabei der herausgenommene 
Stab mitwirken müßte. Man erkennt daraus, daß in dem Aus- 
nahmefachwerke bei den hier in Frage kommenden Belastungs- 
fällen unendUch viele Spannungsbilder mögUch sind, die an allen 
Knotenpunkten Gleichgewicht herstellen. Bei dem einfachsten 
Falle, daß nur die Endknotenpunkte eines Stabes auseinander- 
gezogen werden, unterscheiden sich diese verschiedenen Span- 
nungsbüder in dem Verhältnisse voneinander, nach dem sich 
die Last auf den dazwischen hegenden Stab und auf den nach 
dessen Fortnahme entstehenden Mechanismus verteilt. 

Ferner erkennt man, daß imAusnahme- 
fachwerke auch selbst beim Fehlen aller 
Lasten Stabspannungen möglich sind. Denn 
man denke sich irgendeinen Stab beUebig gespannt. Ninunt 
man ihn heraus und ersetzt seine Spannung an den Endknoten- 
punkten durch äußere Kräfte, so ist, wie wir schon vorher sahen, 
der entstehende Mechanismus unter dem Einflüsse dieser Kräfte 
im Gleichgewichte. Man kann daher Stabspannungen in den zu 
dem Mechanismus gehörigen Stäben angeben, die mit der will- 
kürUch angenommenen Spannung des herausgenommen gedach- 
ten Stabes überall Gleichgewicht herstellen. 

Obschon das Ausnahmefachwerk sonst als eiu Grenzfall 
des statisch bestimmten Fachwerkes erscheint, teilt es, wie aus 
diesen Betrachtungen hervorgeht, viele Eigenschaften mit dem 
statisch unbestimmten Fachwerke. In der Tat muß man auch 
zur Berechnung der Stabspannungen für jene Belastungsfälle, 
die nach dem Vorhergehenden überhaupt als zulässig erscheinen, 
dieselben Methoden anwenden, wie beim statisch unbestimmten 
Fachwerke. 
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Man nehme also einen Stab heraus und ennittele mit Hilfe 
eines Eräfteplanes T die Spannungen in den Stäben des Mecha- 
nismus, die zu den gegebenen Lasteji gehören. Dann zeichne 
man einen Kräfteplan u, der die Spannungen im Mechanismus 
liefert, die durch eine Einheitsspannung in dem vorher be- 
seitigten Stabe hervorgerufen werden. Nachdem dies geschehen 
ist, findet man die Spannung X des beseitigten Stabes auf Grund 
derselben Überlegungen wie in § 52 nach der schon damals für 
das statisch unbestimmte Fachwerk abgeleiteten Formel (67), 

' Auch die Spannungen aller übrigen Stäbe folgen dann 
leicht in derselben Weise wie früher. 



§ 57. Die Ansnahmefacliwerke bei beliebiger Belastung. 

Wird ein Ausnahmefachwerk in beliebiger Weise belastet, 
so müßten die Stabspannungen unendlich groß werden, wenn die 
Stäbe ihre Längen nicht ändern könnten. In Wirklichkeit wird 
aber unter dem Einflüsse der Belastung und der durch sie her- 
vorgerufenen Stabspannungen eine Gestaltänderung des Fach- 
werkes eintreten, die, wie wir schon wissen, im Verhältnisse zu 
den elastischen Längenänderungen der Stäbe sehr groß ist. Da- 
mit hört der Ausnahmefall auf, genau verwirklicht zu sein und 
die Spannungen der Stäbe werden nicht unendüch groß, sondern 
nur, weil sich die Gestalt des Fachwerkes immerhin nicht viel 
von der dem Ausnahmefalle entsprechenden entfernt hat, sehr 
groß ausfallen. 

Ln allgemeinen wird man nun zwar, wie schon früher be- 
merkt wurde, die Ausnahmefachwerke ihrer ungünstigen Eigen- 
schaften wegen vermeiden. Wenn es sich aber nur um verhält- 
nismäßig geringe Lasten handelt, die von einer Tragkonstruktion 
aufzunehmen sind, so daß man die dadurch hervorgerufenen, 
wenn auch sehr stark vergrößerten Spannungen nicht zu fürchten 
braucht, kann man doch gelegentlich mit Bücksicht auf andere 
Erwägungen zur Ausführung von Ausnahmefachwerken schrei- 
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ten. Man muß dann imstande sein, die tatsachlich (an Stelle der 
unendlich großen) anftretenden Stabspannnngen zu berechnen. 

Die froher besprochenen Methoden fär die Ermittelung der 
Stabspannnngen versagen in diesem Falle. Wenn man bereits 
wüßte, in welche Gestalt das Fachwerk infolge der Belastnng 
endgültig übergeht, wäre die Lösnng der Frage freilich sehr ein- 
fach. Denn nach der Gestaltänderong ist das Fachwerk nicht 
mehr im Ausnahmefalle und damit wird es statisch bestimmt. 
Kann man also aus der unmittelbaren Beobachtung an einem 
bereits ausgeführten Ausnahmefachwerke die Gestaltanderung 
feststellen, die es nach einer Belastung erfahren hat, so findet man 
die nun in den Stäben bestehenden Stabspannungen sofort 
durch Zeichnen eines Kräfteplanes oder auch nach einei der 
andern früher besprochenen Methoden. Die Schwierigkeit be- 
steht aber darin, daß man die zu erwartende Gestaltänderung 
von vornherein nicht kennt, sondern sie selbst erst voraus- 
sagen soll. 

Abb. 164 zeigt ein Beispiel, an dem die Lösung der 
Aufgabe durchgeführt werden soll. Die Stäbe 3 und 3' sollen im 




I 



Abb. 164. 



spannungslosen Zustande in eine Gerade fallen, Knotenpunkt II 
also mit I und I' ursprünglich in gleicher Höhe liegen. Nachdem 
die Last P am Knotenpunkte II angebracht ist, senkt sich dieser 
um eine Strecke /, die zwar im Vergleiche zu den Stablängen 
immer noch klein, gegenüber den elastischen Längenänderungen 
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der Stäbe dagegen sehr groß ist. Man soll / und die Stabspan- 
nungen berechnen. 

In der Gestalt, die das Stabgerüst nach der Belastung an- 
nimmt, wie es in der Abbildung gezeichnet ist, bildet es einen 
statisch bestimmten ebenen Fachwerkträger. Die Knotenpunkte 
I und I' sind durch je zwei Stäbe mit der festen Erde und der 
Knotenpunkt II mit den beiden vorigen ebenfalls durch zwei 
Stäbe verbunden. Kennt man die Senkung / von Knotenpunkt II 
und hiermit die Trägergestalt nach der Formänderung, so braucht 
man zur Ermittelung der Stabspannungen nur zwei Kräftedrei- 
ecke zu zeichnen, zuerst das für Knotenpunkt II und dann das 
für I. In Abb. 165 ist der aus den beiden Kräftedreiecken be- 
stehende Kräfteplan angegeben. Die Span- 
nungen in der rechten Trägerhälfte stimmen 
mit denen in der linken der Symmetrie wegen 
überein. 

Der Umstand, daß die neue Trägergestalt 
bereits ausreichend durch den Verschiebungs- 
weg eines einzigen Knotenpunktes beschrieben 
wird, erleichtert die Aufgabe erheblich. Die 
Knotenpunkte I und I' sind steif mit der festen 
Erde verbunden und ihre Verschiebungswege 
während der Gestaltänderung sind daher von derselben Ord- 
nung klein wie die Längenänderungen der Stäbe, also viel 
kleiner als die Senkung / des Knotenpunktes IL Deshalb genügt 
es auch, die Senkung / zu kennen, um die Stabspannungen zu 
berechnen. 

Freilich haben die kleinen Horizontalverschiebungen der 
Knotenpunkte I und I' selbst einen großen Einfluß auf die Größe 
der Senkung / von IL Zunächst möge aber, um die Lösung der 
Aufgabe für den allereinfachsten Fall vorweg zu nehmen, vor- 
ausgesetzt werden, daß sich die Knotenpunkte I und I' überhaupt 
nicht verschieben. 

In diesem Falle findet man / aus der folgenden einfachen 
Bechnung. Man bezeichne die ursprüngliche Länge von Stab 3 
mit l, die Längenänderung mit m, dann ist nach dem Fytha- 
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goiüsdi« Satee ^j^^j)2^jt + ft 

und hieraus mit, Vemaehlassigaiig des Ton höhei^ Ordnmig 
klein^i Gliedes Al^ gegenüber 21AI, 

Andererseits hängt ab^ Hl auch mit der Stabspamiung 
S zusammen und diese kann ans einem Kraftedreiecke ent« 
nomm^i werden. Man braucht sich nur in Abb, 164 von I aus 
eine Parallele zu 3' bis zur Symmetrieachse gezogen zu denken, 
um ein Dreieck zu erhalten, das unter Voraussetzung ^nes 
passend gewählten Maßstabes als Kraftedreieck betrachtet 
werden kann. Man hat daher die Proportion 

Für die Stabverlangemng AI findet man daraus, unter Be* 
nutzung der Stabkonstanten r 

Al=rS=^. (79) 

Setzt man die beiden für AI aufgestellten Ausdrücke einander 
gleich, so erhalt man eine Gleichung, in der / die einzige Un* 
bekannte bildet. Man findet 

/« Plr 



21 2f 



und hieraus / = VPl^r. 



An Stelle von r kann man noch seinen Wert -=-5- einführen und 

Jä/r 

nachträglich auch noch S durch Einführung des Ausdruckes 
für / in die zuvor schon aufgestellte Formel (78) berechnen. Da- 
durch erhält man 



'-'V-iF 



S = ^Pp^EF. (80) 



EF ' 2 

Beachtenswert ist hierbei, daß sowohl die Spannung als 
(in noch höherem Grade) die Formänderung nicht proportional 
mit der Last P wachsen, wie bei den stabilen Faohwerken, 
sondern langsamer. Wenn man bedenkt, daß das Faohwerk um 
so widerstandsfähiger wird, je weiter es sich vom Ausnahmefalle 
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entfernt, kann dies auoh nioht überraschen. Bei der Deutung 
der Formeln beachte man, daß das darin neben P vorkommende 
Produkt EF selbst eine Kraft vorstellt, aber eine ganz außer- 
ordentlich große, die z. B. bei Eisen ungefähr 2000 mal so groß 
ist, als die zulässige Spannung des Stabes 3. 

Nach Erledigung des einfacheren Falles kehre ich nun zur ur- 
sprünglichen Aufgabe zurück. Aus dem Eräfteplane in Abb. 165 
erkennt man, daß sich die Spannimgen von 3 und 3' nur unerheb- 
lich von ihrer Horizontalkomponenten H unterscheiden und daß auch 
2, obschon der unterschied hier etwas größer ist, genau genug bis 
zum Endpunkte von H, anstatt bis zum Endpunkte von P gerechnet 
werden kann. Wenn man sich diese geringe Vernachlässigimg, die 
ohne merklichen Einfluß auf das Schlußresultat ist, zur Vereinfachung 
der Bechnung gestattet, stehen die drei Spannungen 8^ 8^ 8^ in 
einem von vornherein bekannten Verhältnisse zueinander, da sie sich 
wie die Seiten &, h, a des zwischen den Stäben 1 und 2 liegenden 
Dreieckes der Trägerflgur zueinander verhalten. Man hat daher 

S^-S^-l- und Ä,»S,4 
und hieraus folgt für die Längenänderungen der Stäbe 1 und 2 

AJx=Ä,r,A und Ak = S,.r,^- 

Wäre 8^ gleich der Lasteinheit, so könnte man die Verschiebung 
des Knotenpunktes I sofort mit Hilfe des in Abb. 166 gezeichneten 

Verschiebungsplanes erhalten. Die Horizontal- 
komponente des imter dieser Voraussetzung ge- 
fundenen Verschiebungsweges ist in der Ab- 
bildung mit c bezeichnet. Da 8^ aber nicht 
Abb. 166. gleich der Lasteinheit ist, so hat diese Hori- 

zontalkomponente den Wert 8^ • c. 
Das Ausweichen von I um eine kleine Strecke in horizontaler 
Richtung hat auf die Senkung f von II denselben Einfluß, als wenn 
sich der Stab 3 um das gleiche Maß mehr gedehnt hätte. An Stelle 
von Gl. (77) tritt daher jetzt 

Die Gleichungen (78) und (79) können dagegen ohne weiteres 
übernommen werden. Man hat daher 

Ai8 = ^ 
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und wenn man dies und den Wert von 8^ in die vorhergehende 
Gleichung einsetzt, findet man 



2/" • 2f 21, 

In dieser Gleichung ist / die einzige Unbekannte und durch 
Auflösen findet man 

f-VW(öT^- (81) 

Natürlich kann man die Strecke c des Verschiebungsplanes, wenn 
man will, auch durch trigonometrische Rechnung bestimmen, da 
von dem Vierecke, in dem es als Seite vorkommt, zwei Seiten 

( A ^1 =■ ^1 — lind A ^ — r, — j und alle Winkel gegebe#sind. Die 

zeichnerische Ermittelung ist aber bequemer und soll daher hier bei- 
behalten werden. 

Setzt man in Gl. (81) c = 0, so geht sie wieder — unter Be- 
achtung des f&r r, einzusetzenden Wertes — in die erste der Gl. (80) 
über. — Nachdem f bekannt ist, findet man 
auch S^ in derselben Weise wie vorher und /^/ 
hierauf S^ und 8^. Es ist nicht notig, die l^i ^^^^^L 
Formeln anzuschreiben. |~ j 

Dagegen soll noch auf einen besonderen | | 

Umstand hingewiesen werden, der sich gel- | | 

tend macht, wenn man den Verschiebungs- I i 

plan, der in Abb. 166 nur bis znm Knoten- i^ I 

punkte I ausgedehnt wurde, zum Enoten- 
pimkte n weiterzuftOiren sucht. In Abb. 167 




ist das erste Polygon des Verschiebungs- | < 

/ 







T 
12 



planes in Übereinstimmung mit Abb. 166 > — 
aufgetragen. Man beachte nun, daß sich 
Knotenpunkt 11 der Symmetrie wegen nur 
in lotrechter Richtung nach abwärts verschieben kann. Zieht man 
also vom Pole aus die Linie p in lotrechter Richtung, so muß auf 
ihr der Punkt II des Verschiebungsplanes enthalten sein. Tnlgt 
man femer von I aus die Längenänderung Al^ ab, so Hegt 11 
auch auf einem durch den Endpunkt dieser Strecke gehenden Kreis- 
bogen, dessen sehr großer Halbmesser durch die Länge des Stabes 3 
angegeben wird. Wollte man aber, wie es sonst stets geschehen 
darf, den Kreisbogen durch eine senkrecht zur Stabrichtung ge- 
zogene gerade Linie q ersetzen, so würde diese parallel zu p gehen 
und der Schnittpunkt 11 fiele ins Unendliche. Dies bestötigt zunächst, 
daß die Senkung von II jedenfalls sehr groß ist im Verhältnisse zu 
den Längenänderungen der Stäbe. Zugleich erkennen wir aber, daß 
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es hier mit Rücksicht auf die verh'&ltnismäßig große Länge des Kreis- 
bogens nicht mehr zulässig ist, ihn durch eine Gerade zu ersetzen, 
die senkrecht zur Richtung des ersten Halbmessers steht. 

Bezeichnet man den Winkel zwischen der Richtung von 3 und 
der Horizontalen in Abb. 164 mit <p und beachtet man, daß dieser 
Winkel zugleich der Zentriwinkel des Kreisbogens ist, den wir durch 
eine Gerade ersetzen wollen, so erkennt man, daß die zum Kreis- 
bogen gehörige Sehne den Winkel -^ mit der lotrechten Richtung 
einschließt. Wir ziehen also in Abb. 167 eine Linie r, die gegen q 
um ^ geneigt ist. Der Schnittpunkt von p und r liefert den Punkt U 

des VerscWbbungsplanes. — Freilich setzt diese Konstruktion voraus, 
daß q> vorher schon auf andere Art ermittelt ist. 

Aufgaben. 

40. Aufgabe, Die Stäbe 1 tmd 2 in 
Abb. 168 liefen in einer senkrechten Ebene tmd 
sind an einer Wand befestigt, ndt der sie ein 
gleichseitiges Dreieck von 1 m Seitenlänge bilden. 
Beide Stäbe sind aus Wihkel^sen von 15 gern 
Querschnittsfläche gebildet. Um wieviel senkt sich 
der freie Knotenpunkt unter einer Last P von 
P'jobokg. 5000kg,wennderElastiemtsmodul=.2 . 10^ atm. 
Abb. 168. gesetzt wird? 

Lösung. Nach der Maxwell-Mohrschen Formel, GL (62) ist 
die Senkung x des Knotenpunktes 

a; = ^ y STr 




und hier fällt das Spannungsbild S mit dem Spannungsbilde T zu- 
sammen und jede dieser beiden Spannungen ist für jeden Stab dem 
Absolutwerte nach gleich P oder gleich 5000 kg. Die Stabkonstante r 
ist fär jeden Stab 

;= J^ ^.^ 3,33 10-«-^. 

^^ 2. 10« J^. 16 cm« ^« 

cm' 

Setzt man diese Werte in die Gleichung ein, so erhält man 

X = ^ . 2 • 5000* . 3,33 • 10"« = 3,33 • 10"- cm = 0,33 mm. 

Die Senkung beträgt also Yg mm. — Es ist nützlich, für dieses ein- 
fache Beispiel zur Übung auch den Verschiebungsplan zu konstruieren. 
Dies ist in Abb. 169 geschehen. Von einem Pole aus trägt man 
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zunächst die Längenänderungen der Stäbe ab. Für jeden Stab ist 
die Längenänderung 



cm 




A? = 5000 kg . 3,33 . 10-« ^- = 16,67 • 10-» cm 

und zwar verlängert sich Stab 1 um diesen Betrag, während sich 
Stab 2 um ebensoviel verkürzt. Li Abb. 169 sind diese Längen- 
änderungen in hundertfacher Vergrößerung 
abgetragen, und zwar AZ^ von aus nach 
rechts abwärts, weil die Verlängerung von 
Stab 1 für sich genommen eine Bewegung 
des freien Knotenpunktes nach dieser Rich- 
tung hin hervorbringt, während Al^ nach links 
abwärts aufzutragen ist. Hieran schließen sich 
die zum Ersätze der £j*eisbögen dienenden 
Senkrechten und deren Schnittpunkt liefert 
den gesuchten Punkt des Verschiebungplanes. 
Man erkennt nun auch, daß sich der freie 
Knotenpunkt ausschließlich in senkrechter 
Bichtung verschiebt. Auch aus der Figur findet man, ohne erst 
nachmessen zu müssen, daß der Verschiebungsweg doppelt so groß 
ist als die Längenänderung jedes der beiden Stäbe. 

4L Aufgabe, Ein an einer Wand befestigter Kragträger, 
der in Abb. 170^ gezeichnet ist^ trägt am freien Ende eine Last P 
von 5000 kg. 
Man soll die 

Stabspan- 
mmgen er- 
mittelnj hier- p 
auf den Ter- % 

sdhiebungs- ^ 



Abb. 169. 



P'Stmisg 





Abb. 170 a und b. 



SVf&'&twurTtys- ^ 

plan zeichnen % 
und außer- ^ 
dem die Sen- ^ 

hang des ^ 

belasteten 
Knotenpunk- 
tes auch nach 

dem Max- 
well 'Mohr- 

sehen Verfahren berechnen. Die Stäblängen 1, Querschnitte F und 
Stahkonstanten r sind in den ersten Spalten der nachstehenden Tabelle 
eusammengestellt. 
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Lösung. Die Stabspannungen /S^ entnimmt man dem leicht zu 
zeichnenden reziproken Eräfteplan in Abb. 170^ und tragt sie in 
die folgende Tabelle ein: 



Stab 

1 
2 
8 

4 
5 
6 



l in 
cm 

800 
400 
400 
200 
400 
400 



J^'in 
cm* 

40 
20 
16 
12,6 
16 
26 



r xn 
cm kg 



10 

10 
12,6 

8,0 
12,6 

8,0 



10 
10 
10 
10 
10 
10 



r-6 
-6 
,-« 

— 6 

— 6 
—6 



8 in kg 

- 10 000 

- 6000 
+ 10 000 

- 6000 
+ 10 000 

- 10 000 



in cm 

-8 

»~8 

— 8 

8 



- 10.10 

- 6-10 
4-12,6-10 

- 410 
+ 12.6 10 

- 8 •10""' 



r8^ 
in cm kg 

1000 
260 

1260 
200 

1260 
800 




2;r/S» = 4760 cmkg 

Die beiden letzten Spalten lassen sich hierauf ebenfalls sofort 
ausfällen. Für die Senkung des belasteten Ejiotenpunktes hat man 
nach Gl. (62) 

oder hier, wo das Spannungsbild T mit dem Spannungsbilde S zu- 
sammenföllt 

x = ^^ r8^= ß(Jjö • 4750 = 0,95 cm. 

Der Yerschiebungsplan ist in Abb. 171 ge- 
zeichnet, und zwar in fünffacher Größe. Man be- 
ginnt dabei mit Knotenpunkt I, der durch die 
Stäbe 1 und 2 an zwei Punkten der Wand an- 
geschlossen ist, die sich nicht verschieben können. 
Hierauf läßt man Punkt II imd dann Punkt in 
folgen. — Aus dem Verschiebungsplane erkennt 
man übrigens ; daß der belastete Knotenpunkt III 
nicht nur eine Senkung, sondern außerdem auch 
noch eine kleine horizontale Verschiebung nach 
rechts hin erfährt. 

43. Aufgabe. Sechs Stäbe sind zu einem 
Quadrate mit eingeschobenen Diagonalen (Abb. 172) 
verbunden und haben alle gleichen Querschnitt. An 
den Endknotenpunkten von 5 greifen zwei Lasten 
von der Größe P an; man soll die dadurch hervorgerufenen Stab- 
spannungen berechnen. 

Lösung. Wir betrachten Stab 6 als überzählig. Im Haupt- 
netze nimmt dann Stab 5 die Spannung P allein auf, während die 
Übrigen Stäbe spannungslos sind. Dies folgt schon daraus, daß im 
statisch bestimmten Hauptnetze nur auf eine Art Gleichgewicht an 
allen Knotenpunkten hergestellt werden kann. Die eine, sofort als 
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Abb. 17S. 



möglicli erkannte Art der Lastübertragung, bei der nur Stab 5 in 
Spannung gerat, ist daher die richtige. Man kann sich dayon auch 
noch durch die Überlegung über- 
zeugen, daß nach Beseitigung des 
überzähligen Stabes 6 die Stäbe 1 
und 2 allein an einem Knotenpunkte 
zusammenstoßen, an dem keine äußere 
Kraft angreift. Da diese Stäbe nicht 
in die gleiche Bichtungslinie fallen, 
könnten Spannungen, die etwa in 
ihnen auftreten sollten, unmöglich 
im Gleichgewichte miteinander stehen. 
Beide Stäbe sind also, ebenso wie 
die Stäbe 3 und 4, für die sich die- 
selbe Betrachtung wiederholen läßt, 
unter der Voraussetzung, daß Stab 6 beseitigt ist, spannungslos. 
Man hat also 

Tj = + P und T, = Tg = Tg = T^ = 0. 

Nun bringt man an den Endknotenpunkten des beseitigten Stabes 
Kräfte von der Lasteinheit an von solcher Eichtung, wie sie einer in 
diesem Stabe auftretenden Zugspannung entsprechen. Die Spannungen 
im Hauptnetze, die diesem Belastungsfalle entsprechen, lassen sich 
durch Zeichnen eines Kräfteplanes ermitteln. Es ist aber gar nicht 
einmal nötig, den Kräfteplan wirklich auszuführen, da man bei der 
Einfachheit der Figur sofort vorauszusehen vermag, wie groß diese 
Spannungen ausfallen. Man hat nämlich (wenn wie gewöhnlich das 
negative Vorzeichen eine Druckspannung angibt) 

u^ = u^ = u^ = u^= 1= ^"^^ Wj = + 1. 

Hierbei ist daran zu erinnern, daß die Spannimg u des überzähligen 
Stabes stets gleich -f 1 zu setzen ist, also 

w« = + 1. 

Die Stabkonstanten r sind für die vier ümfangsstäbe unter- 
einander gleich; der gemeinsame Wert sei mit r ohne Zeiger be- 
zeichnet. Für die Diagonalen sind die Stabkonstanten der größeren 

Länge wegen }/2mal so groß, also 

r^ = r^ = r^ = r^ = r und r^ = r^ = rl/2. 
Nun bleibt nur noch übrig, die aufgestellten Werte in die 61. (67) 

ZurT 



X = — 



£u*r 



FOppl: Graphiicha Btotik. 8. Anfl. 
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einzufQhren. Zur Summe im Zähler trägt hier nur der Stab 5 ein 
Glied bei. Von den sechs Gliedern der Summe im Nenner sind jene 
vier, die sieb auf die ümfangsstäbe beziehen, untereinander gleich 
und ebenso die beiden andern unter sich. Man hat daher 






Der überzählige Stab erfährt denmach eine Druckspannung. Auch 
die Spannungen der übrigen Stäbe ergeben sich nun nach der Gleichung 

also z. B. für den Stab 1 



S 



Auch die drei übrigen Ümfangsstäbe nehmen Zugspannungen von dem- 
selben Betrage auf. Der Stab 5 endlich erföhrt die Spannung 

/S5 =^ + P + (+ 1) . (- 0,293 P) = + 0,707 P. 

Anmerkung. Hier war vorausgesetzt, daß die Diagonalstäbe 5 
und 6 an der Ereuzimgsstelle übereinander weggehen, ohne miteinander 
verbunden zu sein. Aber auch dann, wenn man sie an dieser Stelle 
miteinander verbindet, treten dieselben Spannungen auf, wie vorher. 
Jede Diagonale besteht dann aus zwei Stäben und wir haben im 
ganzen acht Stöbe, zugleich aber auch einen Knotenpunkt mehr. 
Die notwendige Stabzahl f&r fünf Knotenpunkte beträgt sieben, dem- 
nach ist das Fachwerk immer noch einfach statisch imbestimmt. 
An Stelle des Stabes 6 nehmen wir jetzt einen der beiden Stäbe 
heraus, in die 6 durch den mittleren Knotenpunkt zerlegt ist. Die 
Kräftepläne T und u fallen nun gerade so aus wie vorher, abgesehen 
davon, daß im Kräfteplan u die andere Hälfte von 6 ebenfalls mit 
der Spannung + 1 vorkommt. Bildet man hierauf die Summen, die 
in der Formel für X auftreten, so ändert sich an der im Zähler 
überhaupt nichts; bei der Summe im Nenner kommen zwar jetzt für 
jede Diagonale zwei Glieder vor, die aber zusammen ebensoviel aus- 
machen als das eine Glied im yorigen Falle. In der Tat erhält man 
daher für X denselben Wert 

Übrigens gilt dies ganz allgemein f&r zwei sich kreuzende Stäbe, 
solange an der Ejreuzungsstelle keine äußeren Kräfte angebracht 
werden. Nur wenn sich drei (oder noch mehr) Stäbe an derselben 
Stelle überkreuzen, wird durch ihre Verbindung der Spannungszustand 
im allgemeinen geändert 
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43. Aufgabe, Zwölf Stäbe (vgl. Abb. 173) sind zu einem 
regelmäßigen Sechsecke mit einem im Mittelpunkte gelegenen Knoten- 
punkte vereinigt. Wie groß ist der Anteil 
der Last P, der von den in die gleiche *^ 

Richtungslinie fallenden Stäben 7 und 10 
aufgenommen toird, wenn alle Stäbe gleich 
untereinander sind? 

Lösung, Man denke sicli etwa Stab 1 
beseitigt. In dem dann verbleibenden statiscli 
bestimmten Hauptnetze sind (ähnlich wie 
bei der vorigen Aufgabe) nur die in die 
Lastrichtung fallenden St&be 7 imd 10 mit 
der Spannung -f P beansprucht; alle übrigen 
T sind gleich Null. Bringt man hierauf 
längs der Bichtungslinie des beseitigten 
Stabes eine Zugspannung + 1 als Belastung 
des Hauptnetzes an, so erfahren alle üm- 
fangsstabe Spannungen -H 1 und alle Eadial- 
Stäbe Spannungen — 1. Der Exäfteplan u 
setzt sich nämlich, wie man leicht erkennt, aus lauter gleichseitigen 
Dreiecken zusammen. In der Formel 




Abb. 173. 



Z = — 



ZurT 
2 u*r 



kann zunächst in jedem Gliede von Zähler und Nenner der konstante 
Faktor r gestrichen werden. Die Summe im Zähler umfaßt nur zwei 
Glieder, die sich auf die Stäbe 7 und 10 beziehen und von denen 
jedes gleich ( — 1) • (+ P) = — P zu setzen ist In Uu^ sind alle 
Glieder gleich und diese Summe ist gleich 12. Man hat daher 



Z = - 



— 2P 
12 



= + 



P 
6* 



Für 8^ erhält man 
6^ = T, + w,Z = + P + (- 1)^. + y = +^- 

Die Spannung im Stabe 10 ist ebensogroß. Alle ümfangsstäbe 

p 
haben eine Zugspannung von der Größe -7- und die Radialstäbe 8, 

9, 11, 12 eine Druckspannung von derselben Größe aufzunehmen. 

Anmerkung. Wenn der mittlere Knotenpunkt fehlte, die 
Stäbe sich also an dieser Stelle ohne Verbindung überkreuzten, läge 
ein Ausnahmefachwerk vor, das trotz Erfüllung der Bedingung für 
die notwendige Stabzahl bei der angenommenen Belastung, die zu 

23* 
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keinen unendlich großen Stabspannungen fahren kann, statisch un- 
bestimmt wäre. Die Stabspannungen würden aber dann ebenso- 
groß ausfallen, als im vorigen Falle. Man erkennt dies, auch ohne 
nochmalige DurchfOhrung der Rechnung nach der in § 56 gegebenen 
Anleitung, am einfachsten daraus, daß auch bei fester Yerbindimg 
in der Mitte die in dieselbe Diagonale fallenden Radialstabe gleiche 
Spannungen haben. Man ändert daher nichts, wenn man die Ver- 
bindung nachträglich wieder aufhebt. — Natürlich gilt dies aber 
nur für den besonderen Belastungsfall, der hier vorausgesetzt war. 
Bei beliebiger Belastung verhält sich das steife, statisch unbestimmte 
Fachwerk mit mittlerem Knotenpunkte ganz anders als das Aus- 
nahmefachwerk mit durchgehenden Diagonalen ohne Verbindung an 
der Kreuzungsstelle. 

44. Aufgabe. Abb. 174 zeigt eine radartige Konstruktion, die 
ebenfalls ein Fachwerk mit einem übereäKlAgen Stabe darstellt. Die 

Speichen sind in der Mitte miteinander ver- 
bunden u/nd der Badkranz soll einen Kreis 
büden. Der zwischen zwei aufeinander fol- 
genden Speichen liegende Bogen des Bad- 
kranzes weicht nicht viel von der zugehörigen 
Sehne ab tmd die geringe Krümmung hindert 
nicht, diesen Teil als einen Stab aufzufassen^ 
der die Enden der Speichen miteinander ver- 
bindet. Bas Bad soll im mittleren Knoten- 
pu/nkte mit P belastet sein. Man soll die 
Stabspannungen unter der Voraussetzung be- 
rechnen, daß eine Speiche lotrecht steht, so 
Abb. 174. ^^ß ^^ Auflagerdruck P des Fußbodens in 

die Speichenrichtung fällt. 
Lösung. Die Zahl der Speichen sei n, so daß zwei aufeinander 

folgende den Winkel — miteinander bilden. Die Speichen seien 

alle gleich untereinander und ihre Stabkonstante sei mit r, die Stab- 
konstante der Radkranzstäbe mit r' bezeichnet. Wir verfahren wie 
bei der vorigen Aufgabe, indem wir einen Stab des Radkranzes als 
überzählig betrachten. Dann erfährt nach dessen Beseitigung nur 
die lotrecht nach abwärts gehende Speiche eine Spannung — P. 
Eine Zugspannung von der Größe 1 im überzähligen Stabe hat 
femer in allen Radkranzstäben die Spannung u ^= -{- 1 zur Folge, 
während die Speichen dadurch sämtlich in eine Druckspannung von 

der Größe — versetzt werden. Hierbei ist vorausgesetzt, daß die 

Zahl der Speichen groß genug ist, um den zwischen ihnen liegen- 
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den Bogen mit der Seline vertansclien zu dürfeA. Für die Spannung 
im überzähligen Stabe erhält man nun 



(-¥)•'•<-« 



Auch alle übrigen Stäbe des Eadkranzes erfahren eine Druckspannung 
von dieser Qröße. Die Speichen erfahren mit Ausnahme der in die 
Lastrichtung fallenden eine Zugspannung von der Größe 

4«2 



n U%^ + n^-\ 



und die in die Lastrichtung fallende eine Druckspannung von der 
Größe 

4ä« 



P-^P 



n CiTt^ + n^-\ 



Bei dieser Lösung ist freilich, wie überall in der Theorie des Fach- 
werkes, der Biegungs widerstand der Stäbe vernachlässigt, während 
der Eadkranz, wenn er einen verhältnismäßig steifen Querschnitt be- 
sitzt, wegen der in kurzen Abständen aufeinander folgenden Knoten- 
punkte, auch einen merklichen Biegungswiderstand aufweisen wird, 
durch den die Art der Lastübertragung erheblich geändert werden 
kann. Eine Behandlung der Aufgabe mit Berücksichtigung des 
Biegungswiderstandes des Badkranzes gehört in das Gebiet der 
Festigkeitslehre und kann hier nicht weiter verfolgt werden. 

Anmerkung. Bringt man in der Mitte des Bades an Stelle des 
Knotenpunktes eine „Nabe^^ von verhältnismäßig großem Durchmesser 
an, so ist diese als eine Scheibe aufzufassen, an die die Knotenpunkte 
des Eadkranzes durch die Speichen und die Eadkranzstäbe ange- 
schlossen sind. Man findet in diesem Falle, daß gerade die not- 
wendige Stabzahl vorhanden ist, um einen unverschieblichen Anschluß 
zu bewirken. Zugleich liegt aber dann ein „Ausnahmefall'^ vor, falls 
die Speichen immer noch in radialer Eichtung gehen, denn die von 
einer Scheibe ausgehenden Stäbe dürfen sich, um eine steife Verbin- 
dung herzustellen, nicht alle in demselben Punkte schneiden. Man 
hilft sich dadurch, daß man die Speichen alle um einen gewissen 
Winkel gegen den Eadius schräg stellt. Eäder dieser Art werden 
häufig ausgeführt. Sofern man den Biegungswiderstand der Ead- 
kranzstäbe immer noch vernachlässigen darf, steht der Berechnung 
der Stabspannungen ftir jeden beliebigen Belastnngsfall nach der 
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Lehre vom statisch bdstimmteii Faohwerke kein Hindemis im Wege. — 
Hftnfig ordnet man auch — bei den Bädern der Fahrrader — die 
Speichen in zwei Kegelflächen an und erhält dann ein laumliches 
Fachwerk. Femer werden anch oft in jeder Eegelfläche zwei Speichen- 
scharen angeordnet, von denen die eine Schar gegen den Radius nm 
denselben Winkel, aber in der entgegengesetzten Bichtnng gedreht 
ist, wie die andere. Durch diese Anordnung erreicht man, daß die 
Speichen alle nur auf Zug widerstandsfähig zu sein brauchen; die 
Speichen der beiden Scharen verhalten sich zueinander etwa wie die 
früher besprochenen Gegendiagonalen bei den Schwedlerschen Kuppeln. 
Freilich spielt auch in diesen Fällen der Biegungswiderstand des Bad- 
kranzes gewöhnlich tme so wichtige Bolle, daß die Behandlung nach 
den Lehren der Fachwerktheorie nicht ausreicht. 




Abb. 175. 



45, Auf gäbe, Abb. 175 stellt einen — der Emfachheü wegen 
nur aus wenigen Stäben eusatnmengesetisten — Bogenb^äger dar, der 
in den Punkten I tmd IV fest aufgelagert ist. Man soU den Horizontal' 
Schub berechnen, der dwrc^ die am Knotenpunkte II angreifende Last P 
hervorgebracht wird, wenn die Stäbe die in der nachstehenden Zu- 
sammenstdhmg angegebenen QuerschniUe hohen. 

Erste Lösung. Das Fachwerk ist an sich statisch bestimmt; 
der Träger ist aber einfach statisch unbestimmt, weil ihm vier Auf- 
lagerbediDgungen vorgeschrieben sind. Als überzählig betrachte man 
die Auf lagerbedingrung, die eine Verschiebung von IV in horizontaler 
Bichtung verhindert. Die zugehörige Auf lagerkraft, also der gesuchte 
Horizontalschub, bildet dann die statisch unbestimmte Größe Z, die 
nach der Mazwell-Mohrschen Formel zu berechnen ist. Als „Haupt- 
netz '^ ist der als Balken aufgelagerte ganze Träger zu betrachten. 
Der Kräfteplan T für die Hauptnetzspannungen wird durch Abb. 176 
angegeben. Abb. 177 zeigt den Kräfteplan u für die Spaiinungen, 
die im Hauptnetze durch einen von außen her als Belastung ange- 
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brachten Horizontalschub H =s 1 heryorgerafen werden. Dies alles 
stellt man in der folgenden Tabelle zusammen. Dabei ist der Elasti- 
zitätsmodul, obscbon es auf dessen Größe, sofern er nur überhaupt 



P< 





Abb. 176. 



Abb. 177. 



bei allen Stäben gleich ist, nicht ankommt, der Übersichtlichkeit wegen 

zu 2 • 10^ atm angenommen. Die Längen l folgen aus den in die 

Abb. 175 eingeschriebenen Maßen; die Querschnitte sind willkürlich 

angenommen. 

Tabelle. 



Stab,. 


F 




cm 










Nr. '"^^^ 


in qcm 


r in 


kg 


T 


u 


ruT 


u^r 


1 360,6 


26 


7,21. 


10-* 


- 1,803 P 


+ 1,202 


- 16,62 


10,41 


8 816,2 


16 


10,64 


n 


+ 1,681 P 


- 2,108 


-- 36,13 


46,84 


8 100,0 


10 


6,00 


»1 


4- 1,000 P 


- 1,883 


~ 6,67 


8,89 


1' 360,6 


26 


7,21 


n 


- 1,808 P 


+ 1,202 


- 16,62 


10,41 


2' 816,2 


16 


10,64 


1» 


+ 1,681 P 


- 2,108 


- 86,18 


46,84 



^» -108,17 123,39 

In der Spalte fttr ruT ist überall der Faktor 10-* • P, in der Spalte 

für u^r der Faktor 10" ' beizufügen. Nach der Formel erhält man 

jetzt • 

^^ 108,17.10- ^^ 

123,39 10" • 



Zweite Lösung (mit Hufe des Verschiebungsplanes), Man be- 
rechnet die r und u wie vorher und zeichnet den Verschiebungsplan 
unter der Voraussetzung, daß am Balkenträger eine horizontale Auf- 
lagerkraft von 1 kg als äußere Belastung an dem auf Bollen gelager- 
ten Auflagerpunkte IV angreift. Für die Längenänderungen der Stäbe 
erhält man 

A?i = 7,21 . 10-« . 1,202 « + 8,67 • 10"« cm; 

A^g 21,52. 10~«; 

AZj^- 6,67-10-«. 

Der Verschiebungsplan ist in Abb. 178 in 25 000 facher Vergrößerung 
gezeichnet. Die vom Pole nach II, III, IV gezogenen Strecken geben 
die Verschiebungen der zugehörigen Knotenpunkte unter der Voraus- 
setzung an, daß Stab 2 seine Richtung beibehalten hätte. Hierauf 



360 Sechster AbBchnitt. Die elast. Formänderang des Fachwerks usw. 



M>3,8^Ö^\ 1 



i\r 




/ / 



/ 



\ 



I 

I 



I 



I 

! / 



/ 



/ 



/ 



/ 



/ 



wird eine Drehung des Trägers um Knotenpunkt I ausgeführt, durch 
die der Auf lagerpunkt iV wieder auf seine Auflagerbahn zurück- 
gebracht wird, so daß nur die Hori- 
zontalverschiebung bestehen bleibt. 
Im Yerschiebungsplane wird der 
kleine Kreisbogen IV — IV' durch 
eine gerade Linie ersetzt. Auch 
II und III verschieben sich hierbei 
nach II' und III'. Die Verschiebungs- 
wege sind rechtwinklig zu den aus 
der Trägerfigur ersichtlichen Halb- 
messern und proportional zu diesen 
abzutragen, wobei die Länge des 
Verschiebungsweges IV — IV' zum 
Vergleiche dient. Nachher hat man 
noch als Kontrolle für die Genauig- 
keit der Zeichnung, daß II' und III' 
lotrecht übereinander liegen müssen 
und daß ihr Abstand gleich tk\ 
sein ipuß. 

Aus dem Verschiebungsplane 
entnimmt man, daß sich Knoten- 
punkt II bei dem vorausgesetzten 
Belastungsfalle um 103,8 • 10""® cm 
in senkrechter Richtung verschiebt. 
Nach dem Maxwellschen Satze von 
der Gegenseitigkeit der Verschie- 
bungen erfährt Knotenpunkt IV 
eine ebensogroße Verschiebung in 
horizontaler Richtung, wenn an 
dem Balkenträger die Last von 1 kg im Knotenpunkte II angebracht 
wird. Für Pkg ist die Verschiebung das P- fache. Um diese Ver- 
schiebung wieder rückgängig zu machen und hierdurch auf den Fall 
des Bogenträgers zu gelangen, müssen wir eine horizontale Auf lager- 
krafb X an IV anbringen. Aus dem Verschiebungsplane erfahren 
wir aber femer, daß sich Knotenpunkt IV um eine Strecke von 
117,6 «10^® cm in horizontaler Richtung verschiebt, wenn an ihm 
eine horizontale Kraft von 1 kg angebracht wird. X folgt daher aus 
der Gleichsetzung 

Z . 117,6 . 10-6 = p . 103,8 .10-« zu Z = 0,88 P. 

Das Resultat stimmt mit dem vorher auf anderem Wege gefande- 
nen überein, wobei jedoch zu bemerken ist, daß der Verschiebungs- 



/ 



/ 



>^ 



Abb. 178. 
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plan, aus dem die angegebenen Enotenpunktswege entnommen sind, 
doppelt so groß als hier in der Abbildung gezeichnet wurde^ um ge- 
nauere Resultate zu erlangen. 

46. Aufgabe, Aus sechs Stäben, die edle gleichen Querschnitt 
von 50 qcm Fläche haben, ist ein Stabverband {Abb, 179^) in Gestalt 
eines regelmäßigen Dreiecks mit 
einem in der Dreiecksmitte lie- 
genden Knotenpunkte zusammenr 
gestellt. Der Stab 1 wird um 
40^ C erwärmt. Wie groß sind 
die dadurch hervorgerufenen 
Spannungen, wenn der Aus- 
dehnungskoeffizient gleich g^ j^^^ ,,,^ ^^ ^ 

fUr l^C uml der ElastizUäts- 

modul gleich 2.10^ atm gesetzt wird? Die Dreieckseite kann gleich 1 m 

angenommen werden, 

Lösung. Man zeichnet zuerst den Eräffceplan Abb. 179^ für 
das statisch bestimmte Eachwerk, das durch Wegnahme von Stab 1 
übrig bleibt und zwar für den Fall, daß längs der Eichtungslinie des 
beseitigten Stabes an dessen Endpimkten Zugspannungen von der Last- 
einheit auftreten. Das ist der in § 52 mit u bezeichnete Krafbeplan. 
Die Spannungen für die Stäbe 1, 2, 3 werden alle gleich + 1, die 

der Stäbe 4, 5, 6 alle gleich — }/3 oder gleich — 1,73 gefunden. 
Die Stabkonstanten der ümfangsstäbe sind unter sich gleich und 
zwar gleich 

l 100 cm 



EF 2 . 10^ atm • 60 cm« 



cm 



= 1 . 10-« F 
kg 



während die der inneren Stäbe 4, 5, 6 daraus durch Division mit 



cm 



y3, also gleich 0,577 • 10""« ^r- gefunden werden. 



Hiernach wird 



10 



— 6 



cm 



2^wV « 3 . 1«- 10-« + 3(}/3/~^ 8,196 • 10"^^ 

erhalten. Für die in Gl. (72) S. 331 vorkommende Größe riht hat 

man hier ^^-r -100 =- ^^ cm und die angeführte Formel liefert daher 

für die Spannung X des erwärmten Stabes 1 

1 



Z = -- 



Su^r 



20^ 

8,19e • 10 



— 6 = - 6100 kg. 
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Das Minuszeichen entspricht einer Druckspannimg. Auch die Stäbe 
2 und 3 haben eine ebensogroße Druckspannung aufzunehmen, wäh- 
rend die inneren Stäbe eine y3mal so große Zugspannung erfahren. 

Man bemerkt nachträglich leicht, daß es nichts ausmacht, wenn 
man alle Stablängen in demselben Verhältnisse größer oder kleiner 
annimmt. Jede Stabkonstante r wird dann nämlich in demselben 
Verhältnisse vergrößert oder verkleinert, wie der im Zähler der Formel 
für X auftretende Faktor lu^ während alle anderen Größen in der 
Formel unverändert bleiben. Die Stabspannung X bleibt daher eben- 
falls ungeändert und mit ihr auch alle anderen Spannungen. Deshalb 
hieß es auch in der Aufgabe, daß ,;die Dreieckseite zu 1 m angenommen 
werden könne ^'; in der Tat. wäre nämlich eine Angabe über die ab- 
soluten Maße der Stablängen entbehrlich gewesen. 

47. Aufgabe. ÄtAs den Stäben 1, <^, 3 ist das aus Abb. 180 
im Aufriß und Orwndriß ersichtliche Bockgerüst zusammengestellt. 
Am oberen Knotenpunkte greift eine horizontale Kraft Q von 2000 kg 
an, die in der durch den Stab 3 gelegten Lotebene enthalten ist 
{siehe Grundriß). Man soU zuerst die Stabspannimgen bestimmen 
und hierauf nach dem MaxweVrMöhrschen Verfahren die Verschiebung 
nach Größe und Bichtung ermitteln^ die der Angriffspunkt der Belastung 

erfährt. Für Stab 1 soll die Stabkonstante gleich 30 • 10-« und für 

cm 
Stab 2 und 3 gleich 20 • 10""« 5- sein. 



Q^Pt-^ZOOOkg ^^2000kg ]^^2000kg 




Abb. 180. 



Abb. 181. 



Abb. 18S. 



Abb. 183. 



Lösung. Da 2 und 3 im Aufrisse zusammenfallen, kann in 
Abb. 181 der Au&iß des der Zerlegung von Q nach den drei Stab- 
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richtungen dienenden Eräftovierecks sofort gezeichnet werden. Hierauf 

kann der Grundriß nach Herabtragen von 1 aus dem Aufrisse durch 

Ziehen der Parallelen zu 2 und 3 vervollständigt und der Schnittpunkt 

von 2 und 3 in den Aufriß übertragen werden. Zur Eontrolle oder 

zur genaueren Zeichnung kann man auch noch die Schnittlinie der durch 

2 und 3 einerseits und durch Q und 1 anderseits gelegten Ebenen 

in Abb. 180 konstruieren, zu der die Diagonale im Eräftevierecke der 

Abb. 181 parallel gehen muß. Man findet die Stabspannungen S für 

1, 2, 3 zu 
' ' + 4720; — 600; - 3750 kg 

um die Verschiebung des Enotenpunktes nach dem Mazwell- 
Mohrschen Verfahren berechnen zu können, wählen wir zunächst drei 
aufeinander senkrecht stehende Richtungen und zwar die beiden ersten 
horizontal in den durch die Stäbe 3 und 2 gehenden Lotebenen und 
die dritte vertikal nach abwärts. Die Eomponenten der Verschiebung g 
nach diesen drei Richtungen seien mit x^ x^ x^ bezeichnet; sie sind 
einzeln zu berechnen, indem man in ihren Richtungen Eräfte P^ P^ P, 
anbringt und für jede von ihnen die> zugehörigen Stabspannungen T 
ermittelt. Die Eraft P^ geht in der Richtung von Q und stimmt da- 
her mit Q überein, wenn man sie ebenfalls zu 2000 kg annimmt. 
Für die Lasten P^ und P3, die ebenso groß genommen wurden, sind 
die Stabspannungen in den Eräfteplänen Abb. 182 und Abb. 183 
ermittelt. 

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 



Stab 



8 



AI 



Ii 



JL 



Tn 



T^Al 



T,A 



T,AI 



1 
2 
3 



+4720 
- 600 
-8750 



30 10 



—6 



20 10 
20 • 10" 



.— 6 



6 



+ 141,6- 10 

- 12 10 

- 76 10 



-3 
— 3 



+ 4720 
- 600 
-8760 



+ 4720 
-3760 
- 600 



+ 8850 
-8050 
-8050 



668 

7 

281 



668 
45 
45 



545 

87 

229 



X 



Hierauf folgt nach GL 62 

956 

■ 0,478 cm; x^ = 0,379 cm; 



ZTAl^dbß 758 811 



Xq = 0,405 cm. 



1 2000 

Aus den drei Eomponenten läßt sich die Verschiebung ^ in 
Abb. 180 zusammensetzen. Die wahre Größe der Verschiebung be- 
trägt 0,725 cm. 

48. Aufgabe. An Enotenptmkt I des in Abb. 184 geeeichneten 
Stabgerüstes greift eine Last P von 2000 leg an. Die Stabkanstanten 
seien für die oberen Bingstäbe 1, 2, 3 gleich 2 • 10~* u/nd für die 

cm 
Netgwerhstäbe 4 bis 9 gleich 3 • 10'"*r— . Man soll die Stabspannungen, 

sowie die Senkimg des belasteten Knotenptmktes I ermitteln. 
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P^ 2000 kg 
12 8 




Lösung. Zunächst folgt aus den Betrachtungen in § 45, daß 
die Stäbe 1, 3, 2 des oberen Binges Spannungen von gleicher Oröße 
und abwechselnden Vorzeichen haben müssen. Am Knotenpunkte I 
dann man daher die Spannungen yon 1 und 2 zu einer Besultieren- 
ken zusammensetzen, die mit der den Winkel zwischen 1 und 2 hal- 
bierenden Linie zusam- 
menfällt. Nachdem dies 
erkannt ist, zerlegt man 
P nach dieser Winkel- 
halbierenden und den 
Bichtungslinien von 4 
imd 5. Da sich 4 und 5 
im Aufrisse decken, bildet 
der Aufriß des wind- 
schiefen Eräftevierecks 
ein Dreieck, das in 
Abb. 185 sofort gezeich- 
net werden kann. Auch 
die Gruudrißprojektion ist 
ein Dreieck, weil sich P 
als Punkt projiziert. Dann 
zerlegt man die Dreieck- 
seite im Grundrisse, die 
die Resultierende aus 1 
und 2 darstellt, nach 1 
imd 2, worauf man auch 
den Aufriß vervollstän- 
digen kann. Die Stab- 
spannung 3 erhält man im Grundrisse aus der Bedingung, daß die 
Eesultierende aus 1 und 3 in die aus der früheren Betrachtung be- 
kannte Richtung fallen muß. 

Nachdem der Eräfteplan gezeichnet ist, trägt man die Spannungen 
in die folgende Tabelle ein, mit deren Hilfe man auch die Bewegung 
vom Knotenpunkt I in Bichtung der Last P berechnet. 





Abb. 184. 



Abb. 186. 



Stab 


1 


2 


8 


4 


6 


6 


7 


8 


9 


S 


-860 


-860 


+ 860 


-1640 


-1640 
8. 10-* 


+ 230 


-230 


-280 


+ 280 


r 


2.10--* 


2. 10"-^ 


2 . 10-* 


8 10-* 


3. 10"-^ 


8. 10-"* 


8- 10-* 


8 10""® 


100 . rS^ 


24,6 


24,6 


24,6 


806,9 


806,9 


16,9 


16,9 


16,9 


16,9 



Hiemacli ist ZrS* = 17,öl 

and daher die Senkung * = i SrS' = ^ = 0,875 • 10-» cm. 
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49. Aufgabe. Vier Stäbe sind zu einem statisch u/nbestimmten 
Bockgerüst susammengesteUt, das in Abb. 136 im Aufriß und Gnmdriß 
gezeichnet ist. An dem oberen Knotenpunkte greift in der angegebenen 
Bichtung eine Last P van 1000 leg an. Wie groß sind die Stab- 
Spannungen, wenn aUe Stäbe gleiche Querschnitte und gleichen Elastir 
eUätsmodui, daher auch gleiche Stdbhonstanten haben? 

Lösung. Stab 1 wurde als überzählig betrachtet und ftlr das 
aus 2, 3, 4 gebildete Hauptnetz der Eräfteplan T, Abb. 187 in Auf- 








▲bb. 186. 



Abb. 187. 



Abb. 188. 



riß und Grundriß nach dem Culmannschen Verfahren ermittelt. Der 
Eräfteplan u in Abb. 188 für die Lasteinheit im Stabe 1 konnte in 
derselben Weise konstruiert werden. Für die Spannung X im St^be 1 
hat man dann nach Gl. (67) 

SurT 



Z = - 



Zu^r 



oder wenn man berücksichtigt, daß hier alle r einander gleich sind, 

einfacher 

SuT 



X 



Zu^ 



Nun folgt aus den Eräfteplänen für die Stäbe 

12 3 

r= -970 +810 



u 



+1 - 1 + 1 

und wenn man diese Werte einsetzt, erhält man 

2920 



4 

-1140 
- 1 



X« 



- 730 kg. 



366 Sechster Abschnitt. Die elast. Formänderung des Fachwerks nsw. 




Abb. 189. 



Für die drei anderen Stäbe findet man hierauf der Reihe nach 
— 240; +80; —410 kg. 

50. Aufgabe. Ein Knoten- 
pu/nkt Ä mrd^ wie Alih. 189 in einer 
aaconometrischen Zeidmung und die 
Äbhüdungen 190^ Ms 190'' in drei 
Bissen zeigen^ ä/wrch vier Stäbe mit 
der festen Erde verbunden. Einer 
davon geht abwärts zum Fußboden, 
während die drei andern an einer 
senkrechten Wcmd befestigt sind. An 
A greife eine Last P von 1000 leg 
an, die parallel zur Wand geht und 
einen Winkel von 45^ mit der Lot- 
rechten bildet. Man soU zuerst die Stabspcmmmgen unt^r der Vor- 
aussetzwng berechnen, daß nur die drei nach der Wand gehenden 

Stäbe vorhanden sind, 
der lotrechte Stab also 
fehlt. Dcmn sollen die 
Stahspa/nnungen auch 
für den Fall berechnet 
werden, daß aUe vier 
Stäbe vorhanden sind. 
Die Stäbe haben alle 
5 m Länge, alle den 
gleichen Querschnitt 
von 40 qcm und den 
Elastizitätsmodul von 
2 000 000 atm. 

Lösung. Die Last 
P fällt in die dnrcli 
die Stäbe 1 und 2 ge- 
legte Ebene. Wenn 
Stab 4 fehlt, muß da- 
her 3 Spannimgslos 
sein. Die Spannimgen 
von 1 und 2 sind aus 
dem Eräfteplane T zu 
entnehmen, der in 
Abb. 191 im Aufriß 
und Grundriß gezeich- 
net ist. Um die zweite Frage zu beantworten, bringt man. längs der 








P" 1000 kg 



6m 



Oi 



Abb. 190 a bis 190 o. 
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• 

Richtimgslinie von 4 die Lasteinheit am Knotenpunkt Ä an und 
zeichnet dafür den Kräfteplan u in Abb. 192 im Aufriß und Grund- 



räßepkm T 




Abb. 101. 




riß. Die weitere Ausrechnung ergibt sich dann mit Hilfe der nach- 
stehenden Tabelle nach Ol. (67), die hier, weil alle Stabkonstanten 
gleich sind, wieder 

2uT 2938 ^., , 

^=~:sÄ^=6;i8=-"^^^^« 



geschrieben werden kann. 
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Die letzten Stellen sind, wie immer bei solchen Rechnungen, nicht 
mehr sicher. 



Siebenter Abschnitt. 

Theorie der 6ew9Ibe nnd der durcUanfenden Träger. 

§ 58. GleiohgewiohtBbedingangexi für das Tonnengewölbe. 

Die wichtigste Gewölbeform ist das zylindrische oder Ton- 
nengewölbe. Bei gewölbten Brücken kommt es allein in Frage 
und auch im Hochbaue spielt es eine wichtige Bolle, zumal da 
sich manche der verwickeiteren Gewölbeformen, namentlich die 
Kreuzgewölbe, auf jene Grundform zurückführen lassen. Nur 
die Kuppelgewölbe und die ihnen verwandten Klostergewölbe 
erfordern eine grundsätzlich verschiedene Behandlung. Hier 
soll in erster Linie an das Gleichgewicht eines Brückengewölbes 
gedacht werden, obschon natürlich für die übrigen Verwendungs- 
arten des Toimengewölbes ganz Ähnliches gilt. 

Von der Last, die das Gewölbe zu tragen hat, nehme ich 
an, daß sie in der Eichtung der Gewölbeachse gleichförmig 
verteilt sei, während sie im Gewölbequerschnitte beliebig ver- 
teilt sein kann. Es ist dann gleichgültig, wie lang das Gewölbe 
in der Eichtung der Gewölbeachse sich ausdehnt, da sich jeder 
zwischen zwei aufeinander folgenden Querschnitten liegende 
Abschnitt unter denselben Bedingungen befindet, wie ein anderer. 
Es genügt daher, einen einzigen Querschnitt zur Betrachtung 
auszuwählen. 

Die von dem Gewölbe aufzunehmende Last besteht gewöhn- 
lich aus einer Erdüberschüttung oder einer Übermauerung. 
Denkt man sich das Gewölbe in dem zuletzt genannten Falle 
fortgenommen, so ist es nicht unmögUch, daß sich die Last 
trotzdem aelbst noch trägt, da sich auch die Übermauerung 
selbst wie ein Gewölbe verhalten kann. Wenn nun auch bei den 
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Fällen, die wir in erster Linie im Auge haben, also bei weit ge- 
spannten Brüokengewölben, eine so große Tragfähigkeit der 
Übermauerung oder Übersohüttung nioht anzunehmen ist, so 
vermag sie doch immerhin bis zu einem gewissen Grade eine 
Entlastung des Gewölbes herbeizuführen. Auf diesen günstigen 
Umstand nimmt man jedoch bei der Berechnung des Gewölbes 
keine Bücksicht; man nimmt vielmehr an, daß die Last ohne 
inneren Zusammenhang sei und keine horizontalen ICräfte über- 
trage, so daß jeder Teil der Bückenfläche des Gewölbes das 
senkrecht nach abwärts gerichtete Gewicht des gerade über ihm 
befindUchen Teiles der Belastung aufzunehmen habe. Dazu 
kommt dann noch das Eigengewicht des Gewölbes. 

Wenn die Last aus einer Übermauerung* von demselben 
spezifischen Gewichte wie der Wölbbogen besteht, gibt die Höhe 
der Übermauerung an jeder Stelle ohne weiteres ein Maß für 
die dort auftretende Belastung an. Im andern Falle, also etwa 
bei einer Erdüberschüttung, kann man sich diese durch eine 
gleich schwere Übermauerung von entsprechend geänderter 
Höhe ersetzt denken. Auch die beweglichen Lasten, die bei 
einem Brückengewölbe vorkommen, die aber in der Begel gegen- 
über der viel größeren Eigenlast keine große Bolle spielen, denkt 
man sich durch eine gleich schwere zusätzliche Übermauerung 
in entsprechender Verteilung ersetzt. Man erhält dann im Ge- 
wölbequerschnitte eine auf Mauerlasten zurückgeführte Fläche, 
deren obere Begrenzung die Belastungslinie heißt. 
Diese und die Gewölbeform seien gegeben; es handelt sich dann 
um die Entscheidung der Frage, ob das Gewölbe unter den ge- 
gebenen Umständen im Gleichgewichte bleiben wird oder ob ein 
Einsturz zu befürchten ist. 

Li Abb. 193 ist der Gewölbequerschnitt nebst der Belastungs- 
Unie AB gezeichnet. Man fasse einen einzelnen Wölbstein ins 
Auge, der in der Figur durch Schraffierung hervorgehoben ist. 
An diesem wirkt zunächst das Gewicht der zwischen den Linien 
m und n liegenden Lasten samt dem Eigengewichte des Wölb- 
steines. Dieses Gewicht O ist dem Lihalte der zwischen den 
Linien m und n und den beiden Wölbfugen liegenden Fläche 

FOppl: Graphische Statik. 8. Aufi. 24 
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proportional und geht durch den Schwerpunkt der Fläche; es 
ist daher als vollständig gegeben anzusehen. Außerdem greifen 
an dem Wölbsteine die in den beiden Fugen übertragenen Kräfte 
B und El an. Über Lage, Größe und Bichtung der Fugendrücke 
E und El ist zunächst nichts bekannt. Offenbar könnten wir 
aber die andere sofort angeben, wenn eine von ihnen auf irgend- 
eine Art bereits ermittelt wäre. Denn die drei Kräfte G, E und 
El müssen sich, damit Gleichgewicht bestehe, in demselben Punkte 
schneiden und ihre geometrische Summe muß Null sein. Die 




Abb. 103. 



erste Bedingung liefert die Lage, die andere nach Zeichnen eines 
Kräftedreieckes Größe und Bichtung von E^, wenn E als bekannt 
angesehen wird. 

Geht man nun zu einem benachbarten Wölbsteine über, 
so ist für diesen der eme Fugendruck sofort gegeben, da er sich 
nach dem Wechselwirkungsgesetze nur der Pfeilrichtung nach 
von dem Fugendrucke an dem jenseits der Fuge hegenden, vorher 
schon betrachteten Wölbsteine unterscheidet. Der andere 
Fugendruck kaim daher wie vorher nach Lage, Größe und Bich- 
tung ermittelt werden. Dies läßt sich dann weiterhin in derselben 
Weise fortsetzen. Man erkeimt daraus, daß alle Fugendrücke 
mit Hilfe dieser einfachen Kräftezerlegungen sofort gefunden 
werden können, sobald der Druck in einer einzigen Fuge be- 
kannt ist. 
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Der hiemach allein noch fehlende erste Fagendruck in irgend 
einer Fuge läßt sich dagegen durch bloße Gleichgewichtsbetrach* 
tungen nicht ermitteln. Das Oewölbe ist vielmehr 
eine statisch unbestimmte Konstruktion 
und zwar eine dreifach statisch unbe- 
stimmte, da drei — auf verschiedene Art zu wählende — 
Bestiiomungsstücke erforderUch sind, um Lage, Größe und Sich- 
tung irgendeines Fugendruckes näher zu bezeichnen. 

Falls das Gewölbe überhaupt tragfähig ist, sind sehr viele 
Gleichgewichtszustände statisch möglich. Jeder zulässigen, sonst 
aber beUebigen Wahl für den ersten Fugendruck entspricht ein 
anderer Gleichgewichtszustand. Zulässig ist dabei freUich nur 
eine solche Wahl, bei der überhaupt Gleichgewicht bestehen 
kann, worauf sofort noch näher einzugehen sein wird. Jeden- 
falls muß, wenn der Einsturz nicht erfolgen soll, mindestens 
eine Annahme für den ersten Fugendruck möglich sein, die 
das Gleichgewicht sichert. Ein Gewölbe, bei dem nur ein ein- 
ziger Gleichgewichtszustand mögUch wäre, sieht man aber nicht 
als hinreichend sicher an, da jede Gewißheit darüber fehlt, daß 
dieser eine Gleichgewichtszustand dann auch wirklich zu- 
stande käme. Man verlangt vielmehr einen gewissen Über- 
schuß an Standsicherheit, so daß innerhalb eines nicht zu 
kleinen Bereiches verschiedene Gleichgewichtszustände statisch 
möglich sind. 

§ 59. Die Einstnnmögliohkeiten. 

Um die Frage zu beantworten, ob ein Gewölbe für eine 
beliebig getroffene Wahl des ersten Fugendruckes im Gleich- 
gewichte steht oder nicht, müssen wir uns überlegen, auf welche 
Art der Einsturz des Gewölbes erfolgen kann. Hierbei ist vor 
allem zu betonen, daß bei der überwiegenden Mehrzahl der Ge- 
wölbeeinstürze das Nachgeben der Pfeiler oder Widerlager die 
Veranlassung bildet. Es wird sich später zeigen, auf welche 
Weise man sich von dieser Einsturzgefahr Eechenschaft zu 
geben vermag. Vorerst soll aber, da es sich jetzt nur um die 
Stabilität des Gewölbes selbst handelt, von diesem Umstände 
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abgesehen, also vorausgesetzt werden, daß die Widerlagsmanem 
hinreichend standfest sind. 

Dann kommt femer in Betracht, daß der Einsturz durch 
ein Gleiten der Wölbsteine übereinander längs der Fugen einge- 
leitet werden könnte. Coulomb, der bekannte Physiker, der 
sich, soweit beglaubigte Nachrichten vorliegen, zuerst mit der 
Frage des Gewölbegleichgewichtes beschäftigt hat, sah diese 
Einsturzgefahr als die wesenthchste an. Sie läßt sich aber durch 
einen geeigneten Fugenschnitt stets vermeiden. Ein Gleiten der 
Wölbsteine übereinander kann nänüich offenbar nur dann ein- 
treten, wenn der Fugendruck mit der Normalen zur Fuge einen 
Winkel einschUeßt, der den Eeibungswinkel übersteigt. Der 
Beibungswinkel zwischen Stein und Stein ist sehr groß. Wenn 
ein weicher Mörtel dazwischen hegt, kaim er freihch erhebUch 
kleiner werden; aber auch dann ist er immer noch ausreichend, 
um ein Gleiten zu verhüten, wenn die Fugenrichtungen einiger- 
maßen zweckmäßig gewählt werden. Tatsächlich ist daher die 
Gleitgefahr, wenn sie auch immerhin im Auge behalten werden 
muß, von viel geringerer Bedeutung, als Coulomb annahm. 

Eine andere EinsturzmögUchkeit besteht darin, daß das 
Gewölbe durch Öffnen einiger Fugen (der sogenannten Bruch- 
fugen) in mehrere Teile zerfällt, die sich um die Kanten der 
Bruchfugen abwechselnd nach entgegengesetzten Bichtungen 
hin drehen. Wenn diese Bewegungen weit genug fortgesetzt 
werden, weichen einzelne Teile soweit nach oben hin aus, daß 
die andern Baum zum Herabstürzen erlangen. Hierbei ist zu 
beachten, daß die Zug- oder Haftfestigkeit des Mörtels, die vor 
dem öffnen der Fugen überwunden werden muß, in vielen 
Fällen nur gering zu veranschlagen ist. Man fordert daher ge- 
wöhnUch, daß das Gleichgewicht des Gewölbes auch schon ohne 
Zuhilfenahme der Zugfestigkeit des Mörtels genügend gesichert 
sei. Für diesen Fall läßt sich die Bedingung für das Gleichge- 
wicht gegen Drehen benachbarter Wölbsteine gegeneinander 
um eine Fugenkante leicht angeben. Der Angriffspunkt des 
Fugendruckes muß nämUch auf der Fuge selbst enthalten sein 
und darf nicht in deren Verlängerung fallen. Denn in die Ver- 
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längerung der Fuge könnte er offenbar nur dann fallen, wenn 
in der Fuge auch Zugkräfte übertragen würden. 

Bei dieser Betrachtung ist jedoch noch keine Bücksicht 
auf die begrenzte Druckfestigkeit des Wölbmaterials genommen 
und diese ist es, die nun tatsächUch den Ausschlag gibt. Schon 
dann, wenn der Angriffspunkt des Fugendruckes in die Nähe 
einer Fugenkante fällt, steigt die Druckbeanspruchung an dieser 
Kante so erheblich, daß dort ein Zertrümmern des Wölbmate- 
rials stattfindet. Nachdem dieses AbspHttem der Tanten er- 
folgt ist, steht den vorher besprochenen Drehungen der ein- 
zelnen Wölbteile gegeneinander kein Hindernis mehr im Wege, 
wenn auch der Angriffspunkt des Fugendruckes noch innerhalb 
der ursprüngUchen Fugenlänge hegt. Man muß daher verlangen, 
daß der Fugendruck nicht nur an keiner Stelle über den Ge- 
wölbequerschnitt hinaustritt, sondern daß er sich auch den Be- 
grenzxmgshnien des Gewölbes nirgends soweit nähert, daß die 
zulässige Druckbeanspruchung des Wölbmateriales überschritten 
wird. Als möglich im vorher erörterten Sinne 
sind daher nur solche Gleichgewichtszu- 
stände des Gewölbes anzusehen, die dieser 
Forderung genügen und bei denen überdies 
an keiner Stelle ein Gleiten der Wölb st eine 
gegeneinander zu befürchten ist. 

Die größte Eantenpressung, die zu einem gegebenen Fugendrucke 
gehört, kann unter der hier wie in anderen Fällen übHchen Annahme 
eines linearen Spannungsverteilungsgesetzes leicht ermittelt werden. 
Der Fugendruck (oder seine zur Fugenrichtung senkrecht stehende 
Komponente, die sich aber von dem gesamten Fugendrucke unter 
den gegebenen Verhältnissen nur unerheblich unterscheiden kann) sei 
für die Lange = 1 des Gewölbes mit R, die Fugenlänge mit f und 
der Abstand des Druckmittelpunktes von der Fugenmitte mit u be- 
zeichnet. Dann ist die Kantenpressung a 

tf = y ± -y^ (82) 

zu setzen. Dies ist nämlich die früher (im ersten Bande) abgeleitete 
Formel f&r die exzentrische Druckbelastung. Das erste Glied stellt 
die von dem zentrisch angebrachten Drucke herrührende, gleichförmig 
verteilte Spannung, das zweite GHed die zu dem Momente Bu ge- 
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hörige zusätzliche Biegungsspannung dar, wobei zu beachten ist, daß 

das Widerstandsmoment der Fuge gleich — zu setzen ist, da die 

Fuge ein Rechteck von den Seitenlangen/* und 1 bildet. Das obere oder 
untere Vorzeichen des zweiten Gliedes ist zu wählen, je nachdem die 
dem Druckmittelpunkte benachbarte oder die jenseits der Mitte liegende 
Kante in Frage kommt Die größte Eant^enpressung entspricht dem 
positiven Vorzeichen. 

Die Formel ist indessen nur solange gültig, als sich die ganze 

Fuge an deP Lastübertragung beteiligt. Setzt man m = -g-, so sinkt 

der Druck an der jenseits liegenden Kante auf Null und wenn u noch 
größer wird, treten an dieser Kante Zugspannungen auf. Vermag 
der Mörtel Zugspannungen aufzunehmen, so ist die Formel zwar auch 
dann noch gültig. Im andern Falle tritt aber auf der Zugseite ein 
Aufklaffen der Fuge ein. Das Spannungsverteilungsdiagramm geht 
dann in ein Dreieck über, das sich nur über den unter Druck stehen- 
den Teil der Fuge erstreckt und dessen Schwerpunkt auf der Bichtungs- 

f 
linie von B liegt. Der Abstand von B bis zur Kante ist -^ u, 

die an der Druckübertragung beteiligte Strecke der Fuge das Drei- 
fache dayon und die Kantenpressung wird doppelt so groß, als der 
Mittelwert des Druckes längs jener Strecke. Daher ist die vorige 
Gleichung für diesen Fall zu ersetzen durch 

<r = 2.— ^— . (83) 

§ 60. Stützlinie und Draoklinie. 

Eine gebrochene Linie, die die Dmckmittelpunkte aller 
Fugen miteinander verbindet, wird die Stützlinie des 
Gewölbes genannt. Da die Verteilung und die Zahl der Fugen 
offenbar zufällig und unwesentlich ist, kann man sich auch un- 
endlich viele Fugen oder wenigstens willkürlich durch die Wölb- 
steine in der Fugenrichtung gezogene „F u g e n s c h n i 1 1 e" 
vorstellen und zu jedem dieser Fugenschnitte den Druckmittel- 
punkt aufgesucht denken. Die Stützlinie geht dann in eine Kurve 
über. 

Eine zweite Kurve, die von der Stützlinie im allgemeinen etwas, 
wenn auch gewöhnlich nicht viel verschieden ist^ wird von den Bich- 
tungslinien der zu allen Fugenschnitten gehörigen Fugendrücke als 



§ 60. Stfitzlinie und Dracklinie. 375 

Tangenten eingehüllt Sie wird als die Drucklinie des Gewölbes 
bezeichnet. Indessen werden die Bezeichnungen ,, Stfitzlinie*' und 
^rucklinie*' häufig auch miteinander vertauscht, um so mehr als bMde 
unter einer Annahme, die sofort n&her zu besprechen ist, miteinander 
zusammenfallen. 

Die Konstruktion der Stützlinie oder der Drucklinie maoht 
nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen gar keine 
Schwierigkeiten, sobald Lage, Bichtong und Größe irgendeines 
Fugendruckes willkürlich gewählt oder gegeben sind. Man sucht 
aber diese Aufgabe dadurch noch weiter zu vereinfachen, daß 
man die Bichtungen der Fugenschnitte so legt, wie es dafür am 
bequemsten ist. Am schnellsten kommt man zum Ziele für lot- 
rechte Fugenschnitte. In diesem Falle bildet die Stützlinie eine 
zu der gegebenen Belastungsfläche gehörige Seilkurve und jede 
Tangente an die Seilkurve gibt zugleich die Bichtung des zuge- 
hörigen Fugendruckes an, d. h. die Drucklinie fällt mit der Stütz«* 
linie zusammen. 

Freilich dürfte man bei einem gemauerten Gewölbe die 
Fugen nicht wirklich in dieser Bichtung ausführen, da sonst 
die Gefahr des Gleitens der Wölbsteine übereinander nahe ge- 
rückt würde. Bei einem Betongewölbe dagegen kommen Fugen 
im eigentlichen Simie überhaupt nicht vor und es ist daher 
von vornherein gleichgültig, in welcher Bichtung wir uns die 
Fugenschnitte bei ihm gelegt denken wollen. Aber auch bei 
gemauerten Gewölben steht es uns frei, uns trotz der anders 
gerichteten Mauerfugen auch noch Schnitte in lotrechter Bich- 
tung durch das Gewölbe gelegt zu denken, die wir als Fugen- 
schnitte bezeichnen, und die in diesenSchnitten von der einen 
nach der andern Seite hinüber übertragenen Kräfte oder „Fugen- 
drücke" zu untersuchen. 

Außerdem ist man auch jederzeit leicht imstande, den Fugendruck 
für eine beliebig geneigte Fuge nachträglich anzugeben, sobald die 
Stütz- oder Drucklinie ffir senkrechte Fugenschnitte bereits bekannt 
ist. In Abb. 194 sei 88 diese Stützlinie und EF die geneigte Fuge, 
für die der Fugendruck ermittelt werden soll. Man ziehe durch den 
Schnittpunkt A der Fuge EF mit der Stützlinie 88 den senkrechten 
Fugenschnitt BC. Der zu diesem gehörige Fugendruck B ist aus 
dem zu dem Seilpoljgone 88 gehörigen Kräfteplane zu entnehmen. 
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Dann ziehe man von E aus die Lotrechte ED. Der Fngendrack R' 
für die geneigte Fuge EF muß dann mit R imd dem zwischen den 
Linien DEF und B C liegenden Belastungsstreifen im Gleichgewichte 

stehen. Dieser Belastungsstreifen be- 
steht aus dem Trapeze ACDE mit 
senkrecht nach abwärts und dem kleinen 
Dreiecke ABF mit senkrecht nach 
oben gekehrtem Gewichte (dies nach 
oben gerichtet, weil die Fläche ABF 
nicht hinzukommt, sondern wegfällt, 
wenn wir vom senkrechten Fugenschnitte 
zum geneigten übergehen). Die Bich- 
tungslinie der Besultierenden G beider 
Gewichte kann auch als die senkrechte 
Schwerlinie der verschränkten Figur 
BCDEF angesehen werden, in der 
ABF negativ zu rechnen ist. Durch 
Aneinandertragen von RwadG erhalten 
wir i2' als dritte Seite in dem unten- 
hin gezeichneten Eräftedreiecke. Eine 
Parallele zu JR' durch den Schnitt- 
punkt von R mit G in der Hauptfigur 
liefert den gesucht.en Fugendruck. 
Man erkennt aus dieser Konstruktion, daß die Stützlinie fQr die 
wirklich vorhandenen geneigten Fugen stets etwas höher liegen wird, 
als die ihr fElr senkrechte Fugenschnitte entsprechende. Der Unter- 
schied ist aber so gering, daß man ihn unter den gewöhnlich vor- 
liegenden Umständen meist ganz vernachlässigen kann. Daher begnügt 
man sich in der Begel damit, die Stützlinie für senkrechte Fugen- 
schnitte einzuzeichnen und sie zugleich für die geneigten Fugen 
als gültig zu betrachten. Wenn man will, kann man jedoch die be- 
sprochene geringfügige Verbesserung jederzeit leicht vornehmen. 
^. . Um die Untersuchung für die Stütz- oder Drucklinien bei 
senkrechten Fugenschnitten analytisch durchzuführen, geht man 
von der Differentialgleichung der Seilkurve aus. Diese lautet 




Abb. 194. 
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wenn q die Belastungsdichte an der Stelle mit der Abszisse x 
und H den Horizontalschub bedeutet. Durch zweimaUge Lite- 
gration folgt daraus die endliche Gleichung der Kurve 

y = -^fdx Cqdx + C^x + C^. (84) 
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Unter C^ und C^ sind die Integrationskonstanten za verstehen. 
Grenzbedingongen zu deren Bestimmung stehen nicht zur Ver- 
fügung, falls nicht willkürUche Annahmen etwa über einen 
Fugendruck zu Hilfe genonmien werden. Auch der Horizontal- 
schub H laßt sich ohne solche Annahmen auf Grund der allge- 
meinen Gleichgewichtsbedingungen nicht ermitteln. In der 
Gleichung kommen daher drei zunächst willkürliche Konstanten 
vor. Dies steht in Übereinstimmung mit dem schon vorher 
gezogenen Schlüsse, daß das Tonnengewölbe eine dreifach sta- 
tisch unbestimmte Konstruktion bildet. 

Diese ünbestiiniiitiieit läßt sich freilich durch eine geeignete 

Konstruktion bis zu einem gewissen Grade heben. Durch An- 

! Ordnung von Gelenken kann man (wenigstens nahezu) der Druck- 

i linie Punkte vorschreiben, durch die sie gehen muß. Ordnet man 

drei Grelenke (eins im Scheitel und an jedem Kämpfer) an, so ist 

die Lage der Drucklinie dadurch völlig bestimmt. 

Die Berechnung der Gewölbe mit drei Gelenken erfolgt 
im wesentlichen genau so, wie die der Bogenträger mit drei Ge- 
lenken. Die Gelenkdrücke findet man nach einem der damals be- 
sprochenen Verfahren (vgl. § 41) und hiermit kann auch die zu- 
gehörige Stützlinie ohne weiteres gezeichnet werden. 

§ 61. Schiefe Projektion des Gewolbequersdhnittes 
mit eingeseiohneter Stützlinie. 

Denkt man sich die Zeichnung eines Gewölbequerschnittes 
samt Belastungslinie, Stützlinie und deren Kräfteplan durch 
parallele Projektionsstrahlen auf irgendeine zur Zeichenebene 
nicht parallele Ebene projiziert, so stellt die erhaltene Projektion 
selbst wieder einen Gewölbequerschnitt dar. In diesem ist als 
Lastrichtung jene anzusehen, die sich als Projektion der Last- 
richtung im ersten Falle ergibt. Auch die Projektion der Stütz- 
linie bildet dann wieder eine Stützlinie für den neu erhaltenen 
Gewölbequerschnitt. Dies folgt leicht daraus, daß sich der Schwer- 
punkt jedes Belastungsstreifens mit projiziert (vgl. Bd. I § 24). 
^ Schneiden sich beide Ebenen in einer zur wagrechten Eich- 

tung in beiden Zeichnungen parallelen Geraden, so ist die Pro- 
jektion wiederum symmetrisch in bezug auf die Lasthchtung 
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gestaltet, wenn dies von der ersten Zeichnung zutraf. Im andern 
Falle erhält man aus dem symmetrischen Gewölbequerschnitte 
mit gleich hoch liegenden Kämpfern den Querschnitt eines sog. 
„einhüftigen** Gewölbes. 

Bei den weit gespannten flachen Brückenbögen von yerh&ltnis- 
mäßig geringer Wölbst&rke, die man in neuerer Zeit häufig (ge- 
wöhnlich unter Anordnung von Gelenken) ausführt, muß man, um 
die Stützlinie einigermaßen genau einzeichnen zu können, einen un- 
bequem großen Maßstab anwenden. In diesem Falle gelangt man 
besser zum Ziele, wenn man die Zeichnung verzerrt ausfahrt, so 
daß man die Ordinaten in einem größeren Maßstabe, als die Ab- 
szissen, aufträgt. Man kann diese Zeichnung als eine schiefe Parallel- 
projektion jenes Wölbquerschnittes ansehen, für den man die Unter- 
suchung durchzuführen hat. Die Stützlinie kann nun viel genauer 
eingetragen werden. Um nachher die Eantenpressung für ii^end- 
eine Fuge zu erhalten, muß man nur beachten, daß die Horizontal- 
komponente des zugehörigen Fugendruckes in einem andern Maß- 
stabe auszumessen ist, als die Yertikalkomponente. 

§ 62. Ältere Ansichten über die wirklich auftretende 

StütBlinie. 

Bei einem gelenklosen Gewölbe muß man sich auf irgend- 
eine Art ein Urteil darüber zu verschaffen suchen, welcher von 
den statisch möglichen Gleichgewichtszuständen in WirkUchkeit 
zustande kommt. Der erste, der sich hierüber eine bestimmte 
Ansicht bildete, war der englische Ingenieur Moseley, der im 
Jahre 1837 das sogenannte Prinzip des kleinsten 
Widerstandes aufstellte und in derselben Arbeit zugleich 
zuerst die Stützlinie als Hilfsmittel der Untersuchung einführte. 
Die Arbeit von Moseley wurde von Scheffler ins Deutsche über- 
setzt und von diesem eifrig vertreten. Die Moseleysche Theorie 
erlangte dadurch eine große Verbreitung und hat auch jetzt noch 
manche Anhänger. Es ist daher nötig, daß man sich mit ihr 
bekannt macht. 

Zur Zeit Moseleys galten die Bausteine als starre Körper. 
Daß auch die Steine elastischer Formänderungen fähig sind, 
die durchaus mit denen der Metalle vor Überschreitung der 
Elastizitätsgrenze vergleichbar sind, hat man erst später ge- 



§ 62. Ältere Ansichten über die wirklich auftretende Stützlinie. 379 

fanden. Sah man aber die Steine als starre Körper an und be- 
achtete man, daß die Mechanik starrer Körper für sich allein nicht 
ausreicht, um eine Entscheidung zwischen den als statisch gleich 
möglich erkannten Gleichgewichtszuständen zu treffen, so mußte 
man zu dem Schlüsse kommen, daß die Mechanik starrer Körper, 
so wie sie vorlag, auch nicht vollständig sein könne, sondern 
einer Ergänzung bedürfe. Denn offenbar kann unter den un- 
endlich vielen statisch möglichen Gleichgewichtszuständen immer 
nur einer in Wirklichkeit auftreten und es muß daher ein Gesetz 
geben, nacB dem sich dieser regelt. Diese — scheinbare — Lücke 
suchte nun Moseley durch das Prinzip des kleinsten Widerstandes 
auszufüllen. 

Das Gewölbe wird auf einem Lehrgerüst ausgeführt, das an- 
fänglich die ganze Last allein aufnimmt. Wenn nachher das Ge- 
wölbe ausgerüstet, also seiner früheren Unterstützung beraubt wird, 
„sucht'^ es herabzufallen. Daran wird es durch die Unterstützung 
an den Widerlagern verhindert. Denkt man sich die Ausrüstung 
allmählich vorgenommen, so daß ein allmählich wachsender Teil 
der Last auf das Gewölbe selbst entfällt, so wird auch der Horizontal- 
schub des Gewölbes allmählich ansteigen. Moseley schloß nun, daß 
dieses Anwachsen gerade nur so lange andauere, bis der Horizontal- 
schub groß genug geworden sei, um das Gewölbe zu befähigen, die 
Last allein aufzunehmen Hiemach würde nach Beendigung des 
Ausrüstens die Stützlinie des kleinsten Horizontalschubs 
(der Horizontalschub ist in diesem Falle der kleinste „Widerstand" 
nach der Moseleyschen Auffassung) aufgetreten sein und diese würde 
nach Moseley auch weiterhin bestehen bleiben. 

Die Stützlinie des kleinsten Horizontalschubs ist; wie bei allen 
Seilkurven, jene, die die möglichst große Pfeilhöhe hat. Bei den 
gewöhnlich vorkommenden Gewölbequerschnitten geht sie durch den 
tiefsten Punkt jeder Kämpferfuge und den höchsten Punkt der Scheitel- 
fuge. Jedenfalls berührt oder trifft sie aber sowohl die obere als 
die untere Begrenzungslinie des Gewölbequerschnittes. 

Als man darauf aufmerksam wurde, daß bei dieser Drucklinie 
die Eantenpressung an den bezeichneten Stellen, sofern man auf 
die Zugfestigkeit des Mörtels nicht rechnen darf, unendlich groß 
würde, änderte man — unter Beibehaltung derselben Schlußweise 
im übrigen — die Betrachtung dahin ab, daß die DruckUnie von 
jenen Punkten gerade nur soweit abrücke, als es die Bücksicht 
auf die Festigkeit des Materials erfordere. In dieser Form wird 
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die Moseley- Schaff lersche Theorie heute noch vielfach als richtig 
angesehen. Man nimmt also an, daß unter allen „Gleichgewichts- 
drucklinien" in dem früher besprochenen Sinne die am steilsten ver- 
laufende und daher dem kleinsten Horizontalschub entsprechende 
die richtige sei. 

Freilich ist nun keineswegs einzusehen, weshalb dieser Vorgang 
des Abrückens der Stützlinie von den zunächst am meisten gefähr- 
deten Kanten gerade nur solange andauern soll, als es der Festig- 
keit oder gar der schätzungsweise als „zulässig" angesehenen Be- 
anspruchung des Materials entspricht. Wenn man sich zu dieser 
Änderung der ursprünglichen Betrachtung, die zu einer unendlich 
großen Eantenpressung führte, einmal entschloß, hätte man weiter 
gehen, nämlich auf die Gründe eingehen müssen, die dieses Ab- 
rücken bedingen. 

Das ist zuerst von Culmann geschehen, der die Formände- 
rungen des Gewölbes als bestimmend für die Ausbildung des 
Gleichgewichtszustandes erkannte. Dabei vernachlässigte Cul- 
mann aber immer noch die elastische Nachgiebigkeit der Wölb- 
steiae und achtete nur auf die Zusammendrückbarkeit des bald 
nach der Ausrüstung noch als ziemlich weich angesehenen 
Mörtels in den Fugen. Er schloß, daß die Drucklinie des kleinsten 
Horizontalschubes, von der er zunächst ausging, zu emer sehr 
starken Zusammendrückung und zu einem Ausweichen des 
Mörtels an den meist beanspruchten Stellen führen müsse. So- 
bald der Mörtel an diesen Stellen nachgibt, kommen auch die 
andern Stellen der Fuge zur Lastübertragung und die Druck- 
linie rückt weiter ins Innere des Gewölbequerschnittes. Indem 
er sich diesen Vorgang in derselben Weise weiter fortgesetzt 
dachte, gelangte er zu der Ansicht, daß sich schUeßlich der 
günstigste Gleichgewichtszustand einstelle, nämlich jener, bei 
dem die Kantenpressung an den gefährdetsten Stellen den mög- 
Hchst kleinen Wert annehme. Diese Culmannsche Theorie 
der günstigsten Drucklinie zählte lange Zeit hin- 
durch die meisten Anhänger. Sie unterscheidet sich in ihren 
Ergebnissen übrigens auch nur wenig von der heute meist als 
zutreffend angesehenen, die von der Betrachtung des Gewölbes 
als eines elastischen Bogens ausgeht und die im folgenden Para- 
graphen näher besprochen werden soll. 
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§ 63. Die ElastlBit&tstheorie des Tonnengewölbes, 

Die Mauersteine gehorchen zwar nicht genau dem Hooke- 
schen Gesetze von der Verhältnisgleichheit der elastischen Form- 
änderungen mit den Spannungen, ebensowenig der Zementbeton, 
aus dem man in neuerer Zeit häufig große Gewölbe herstellt. 
Immerhin sind bis zu den als zulässig angesehenen und daher 
in Aussicht zu nehmenden Spannungen die Abweichungen nicht 
sehr erhebHch. Man darf es daher als eine recht gute Annäherung 
an das wirkliche Verhalten betrachten, wenn man die Theorie 
der Gewölbe auf die allgemeinen Lehrsätze der gewöhnlichen 
Elastizitätstheorie stützt. 

Hierzu eignet sich am besten der (im dritten Bande be- 
sprochene) Lehrsatz von CastigHano, wonach die statisch unbe- 
stimmten Größen einer Konstruktion solche Werte annehmen, 
daß sie die Formänderungsarbeit zu einem Minimum machen. 
Es wird sich also vor allem darum handeln, einen Ausdruck 
für die elastische Formänderungsarbeit A aufzustellen, die in 
dem elastischen Bogen, als den wir das Gewölbe ansehen dürfen, 
iufolge der m ihm auftretenden Spannungen und Formände- 
rungen aufgespeichert ist. Dabei mag in erster Linie ange- 
nommen werden, daß die Widerlager als vollkommen starr und 
unbeweglich angesehen werden dürfen, so daß auf sie keine 
Formänderungsarbeit entfällt. Dagegen steht es späterhin auch 
frei, dieselbe Betrachtung auf die ganze Konstruktion mit Ein- 
schluß der Widerlagsmauem auszudehnen, wobei diese als Fort- 
setzungen des Gewölbes bis zur Fundamentsohle hin anzusehen 
sind. 

Für irgendeinen normal zur Wölbmittellinie gezogenen 
Fugenschnitt sei der Fugendruck mit -B, der Abstand des Druck- 
mittelpunktes von der Fugenmitte mit u bezeichnet. Die Form- 
änderungsarbeit dA in einem Gewölbeelemente, das zum Bogen- 
elemente da der Wölbmittellinie gehört, setzt sich dann aus zwei 
GUedem zusammen, von denen das erste dem zentrisch ange- 
bracht gedachten Drucke Jß, das andere dem Biegungsmomente 
M = Ru entspricht. Hierbei wird vorausgesetzt, daß die ganze 



382 Siebenter Abschnitt. Theorie der Gewölbe u. der darchlauf . Träger. 

Fuge an der Druokübertragung beteiligt sei. Bei jenen Gewölben, 
für die man genauere Eechnungen dieser Art durchführt und 
auf deren Grund die Gestalt und Stärke des Gewölbes bemißt, 
trifft dies auch stets zu. Für dA hat man dann nach den Lehren 
des dritten Bandes 

Hierin bedeutet F die Fugenfläche, die auch gleich der Fugen- 
länge / gesetzt werden kann, da die senkrecht zum Gewölbe- 
querschnitte stehende Länge der Fuge gleich der Längeneinheit 
ist. Unter ist das Trägheitsmoment der Fugenfläche oder 

Yö und unter E "der Elastizitätsmodul des Wölbmaterials zu 

Xu 

verstehen. Im ganzen wird daher die Formänderungsarbeit 

wobei sich das Litegral auf die ganze Bogenlänge (gegebenen 
Falles mit Einschluß der Widerlager) zu erstrecken hat. 

Die Werte von R und M sind an jeder Stelle von der Stütz- 
Unie abhängig, die man ins Auge faßt. Für jede Stützlinie läßt 
sich A berechnen und der CastigUanosche Satz lehrt, daß jene 
Stützünie wirklich zur Geltung kommt, für die A zu einem 
Minimum wird. Wir wissen femer, daß jede Stützlinie von drei 
Bestimmungsstücken abhängig ist, also z. B. von Größe, Lage 
und Bichtung irgendeines Fugendruckes. Denkt man sich 
diese Bestimmungsstücke auf irgendeine Art ausgewählt, so 
können alle R und M in ihnen ausgedrückt werden. Der Ausdruck 
für die Formänderungsarbeit A läßt sich dann vollständig aus- 
werten, bis auf die drei zunächst willkürUch bleibenden Be- 
stimmungsstücke, die als die statisch unbestinunten Größen 
des Problems anzusehen sind. Man differentiiert nun A partiell 
nach jeder dieser drei Größen und setzt die Differentialquotienten 
gleich Null. Damit erhält man drei Gleichungen, deren Auf- 
lösung die drei statisch unbestimmten Größen liefert, womit der 
zu erwartende Gleichgewichtszustand des Gewölbes vollständig 
bekannt wird. 
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Hiermit ist das Verfahren im allgemeinen umschrieben. Auf 
die ausführliche Ausrechnung brauche ich mich hier nicht einzu- 
lassen; es genügt vielmehr, im Anschlüsse an das Vorausgehende 
die Ableitung eines näherungsweise zutreffenden Satzes zu geben, 
der von Winkler aufgestellt wurde und der einen raschen Über- 
blick darüber gestattet, welche Stützlinie ungefähr zu erwarten ist. 

Das erste Glied in dem Ausdrucke für Ä ändert sich nämlich 
von einer Stützlinie zur andern verhältnismäßig nur wenig. Für 
alle Stützlinien, die hierbei überhaupt in Frage kommen können, 
weichen die zu gegebenen Fugen gehörigen Fugendrücke B nicht 
allzuviel voneinander ab. Anders ist es dagegen mit dem zweiten 
Qliede, da die Abstände u der Druckmittelpunkte von den Fugen- 
mitten und hiermit die Momente M bei verschiedenen Stützlinien 
sehr verschieden ausfallen. Dabei ist das zweite Glied, wie man aus 
dem Ausdrucke M = Bu erkennt, der Größe nach im allgemeinen 
durchaus mit dem ersten vergleichbar. Nur bei solchen Stütz- 
linien, die etwa überall sehr nahe an der Mittellinie verlaufen, wird 
das zweite Glied klein gegenüber dem ersten. Sehen wir aber von 
diesem Falle vorläufig ab, so wird A besonders dadurch verkleinert 
werden können, daß man das stark veränderliche zweite Glied 
möglichst klein macht, während man das wenig veränderliche erste 
Glied für eine erste Annäherung unbeachtet lassen kann. Bei der 
als wahrscheinlich in Aussicht zu nehmenden Stützlinie wird da- 
her der Ausdruck ^ 

zu einem Miaimum werden. 

Anstatt M = Bu zu setzen, wie es vorher geschehen war, kann 
man sich von der Fugenmitte aus eine Strecke in lotrechter Rich- 
tung bis zur Bichtungslinie von B gezogen denken und B im End- 
punkte von z in eine horizontale und eine vertikale Komponente 
zerlegen. Die horizontale Komponente ist der konstante Horizontal- 
schub H des Gewölbes und dessen Moment ist gleich Hz, während 
das Moment der Vertikalkomponente in bezug auf den Fugenmittel- 
punkt verschwindet. Man hat daher auch M = Hz und der Aus- 
druck, der zu einem Minimum werden soll, geht über in 

H^CCds. 



■ß 



Auch der Horizontalschub H zeigt bei den verschiedenen Stütz- 
linien, die miteinander zu vergleichen sind, keine großen Ab- 
weichungen, während der zweite Faktor des Produktes stark ver- 
änderlich ist. Nimmt man überdies an, daß die Wölbstärke / 
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konstant sei, so wird demnach ungefähr jene Stützlinie zustande 
kommen, für die ^ 

j e^ds 

den möglichst kleinen Wert annimmt. Dieser Ausdruck hat aber 
eine einfache Bedeutung: er stellt die Summe der Quadrate der in 
lotrechter Bichtung gemessenen Abweichungen zwischen Bogenmittel- 
linie imd Stützlinie dar und kann geradezu als ein Maß für die 
gesamte Abweichung zwischen beiden Linien betrachtet werden. 
Wir können demnach mit Winkler den Satz aussprechen, daß unter 
den angegebenen Voraussetzungen jene Stützlinie nahezu die 
richtige ist, die sich der Bogenmittellinie so eng als 
möglich anschließt. 

(rewöhnlich nimmt man freilich die Wölbstftrke f nicht konstant 
an, sondern macht sie im Scheitel am kleinsten und läßt sie von 
da aus nach den Kämpfern hin etwas zunehmen, weil auch der 
Fugendruck B in dieser Bichtung hin zunimmt. Bezeichnet man 
die Horizontalprojektion des Bogenelementes ds mit dx, so nimmt 

für gleiche dx auch ds vom Scheitel nach den Kämpfern hin zu. 

ds 
Für den Fall, daß sich /*' gerade proportional mit ^— ändert, daß also 

' ""'0 da; 

ist, wenn f^ die Scheitelstärke bezeichnet, erhält man für den Aus- 
druck, der zu einem Minimum werden soll, 

d. h., da H nicht merklich veränderlich und /q konstant ist, muß 

0^dx 



f' 



möglichst klein werden und auch dieses Besultat kann ähnlich ge- 
deutet werden, wie das vorhergehende. 

Wird die Mittellinie des Bogens so gewählt, daß sie 
selbst mit einem zur Belastungsfläche gehörigen Seil- 
polygone zusammenfällt, also eine der statisch möglichen 
Stützlinien darstellt, so kann sich nach den vorausgehen- 
den Betrachtungen die wahre Stützlinie nicht viel von 
der Mittellinie entfernen. Für die Mittellinie selbst als Stütz- 
linie wird nämlich Jz^ds oder auch Jz^dx zu Null und daher zu 

einem Minimum. Man darf daraus nun freilich nicht schließen, daß 
die wahre Stützlinie unter den bezeichneten Umständen genau mit 
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der Mittellinie zusammenfiele. Bei den in nächster Nähe der Mittel- 
linie verlaufenden Stützlinien wird nämlich das zweite Glied in dem 
Ausdrucke fQr die Formänderungsarbeit 



- = ^l{^ + ^ '• 



überhaupt sehr klein und es kommt dann wesentlich auf die, wenn 
auch an sich nicht erheblichen, Änderungen des alsdann viel größeren 
ersten Gliedes an. Man kann auch leicht sagen, in welchem Sinne 
eine Abweichung der wahren Stützlinie von der Mittellinie in diesem 
Falle zu erwarten ist. Je steiler nämlich die Stützlinie verläuft, um 
so kleiner wird der Horizontalschnb H und mit ihm auch jedes B. 
Die Abweichung wird also nach der Eichtung der Drucklinie des 
kleinsten Horizontalschubs hin erfolgen. Sehr groß kann aber diese 
Abweichung andererseits niemals werden, weil sich sonst sofort ein 
starkes Anwachsen des zweiten Gliedes in dem Ausdrucke für A 
herausstellen müßte, das weit mehr ausmachte, als die Verkleinerung, 
deren das erste Glied fähig ist. 

Diese Betrachtung liefert das für die praktische Beurteilung 
des Gewölbegleichgewichtes sehr wertvolle Eesultat, daß die 
elastischen Formänderungen des Gewölbes infolge der Belastung 
die Stützlinie so verschieben, daß sie sich zienüich eng an die 
Mittellinie anschheßt, so weit dies durch die Gestalt des Gewölbes 
ermöglicht ist. Zugleich lehrt sie, daß es vorteilhaft ist, die Ge- 
stalt der Wölbmittellinie, deren Wahl dem Konstrukteur häufig 
freisteht, so zu bestimmen, daß sie mit einer ISeilkurve für die 
Belastungsfläche zusammenfällt. 

§ 64. Vereinfachte Bereohnimg der Gewölbe. 

Die genauere Berechnung der Gewölbe auf Grund der 

> 

Elastizitätstheorie, die vorher nur in allgemeinen Umrissen be- 
schrieben wurde, macht ziemHch viel Mühe und lohnt sich nur 
bei besonders großen und wichtigen Ausführungen. Da man 
aber bei diesen jetzt meist Gelenke einschaltet, wird sie auch hier 
in der Eegel entbehrhch. Bei kleineren Ausführungen macht 
man das Gewölbe Ueber etwas stärker, als eigentlich nötig wäre 
und behilft sich dafür bei der Stabilitätsuntersuchung mit einer 
vereinfachten Berechnung. Man kann es auf Grund der zahl- 
reichen Erfahrungen, die in dieser Hinsicht vorKegen, als ver- 

Föppl: Graphisohe Statik. 3. Aafl. 25 
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bärgt betrachten, daß ein Gewölbe, das d^i üblichen Vorschriften 
genügt, hinreichend sicher ist. 

Wenn ein Gewölbequerschnitt samt Belastnngsflache ge- 
geben ist, zeichnet man zonachst eine Stützlinie, die dnrch die 
Mitten der Scheitelfoge nnd der beiden Kampferfogen geht. 
Hierauf überzeugt man sich, ob diese willkürUch gewählte 
Stützlinie nicht nnr überall innerhalb des Gewölbequerschnittes 
verläuft, sondern ob sie sich auch keiner Kante um mehr als 
bis auf ein Drittel der betreffenden Fngenlänge nähert. Dies 
sieht man nämlich als nötig an, teils um einen gewissen Über- 
schuß an Sicherheit zu erlangen, teils um eine Zugbeanspruchung 
des Mörtels und ein bei dessen Versagen zu befürchtendes Auf- 
klaffen der Fuge zu verhüten. Hierauf berechnet man nach den 
früher gegebenen Formeln die größte auftretende Kanten- 
pressung und vergleicht sie mit der als zulässig zu betrachten- 
den Druckbeanspruchung des Materiales. Wird diese nirgends 
überschritten und ist die vorher genannte Bedingung erfüllt, 
so betrachtet man das Gewölbe an sich als vollkommen 
sicher. 

Ergibt sich bei dieser Berechnung, daß die Kantenpressung 
überall erheblich kleiner bleibt, als die zulässige Materialbe- 
anspruchung, so schließt man, daß das Gewölbe unnötig stark 
ist und hält eine Verkleinerung der Wölbstärke für angezeigt. 
Findet man umgekehrt, daß die zuerst gezeichnete Stützlinie 
nicht überall innerhalb des mittleren Fugendrittels verläuft, so 
kann man, namentlich für den Fall einer unsymmetrischen Be- 
lastung, zunächst versuchen, ob sich die Stützlinie durch eine 
Änderung in der Annahme der Druckmittelpunkte in Scheitel- 
und Kämpferfugen so verschieben läßt, daß sie nachher überall 
innerhalb des mittleren Drittels bleibt. Läßt sich dies erreichen 
und wird die Kantenpressung für die neu gezeichnete Stützlinie 
nicht zu groß, so ist das Gewölbe immer noch als hinreichend 
sicher für die gegebene Belastung anzusehen. Im andern Falle 
muß man entweder die zuerst in Aussicht genommene Gewölbe- 
form entsprechend abändern oder die Wölbstärken vergrößern, 
bis den gegebenen Vorschriften genügt ist. 
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Hiennit ist die Untersachnng aber noch nicht abgeschlossen. 
Man muß non auch noch die Drackabertragnng in den Pfeflem 
oder Widerlagsmanem verfolgen, am einfachsten, indem man 
die Stützlinie in diese hinein fortfährt (durch Zosammensetzong 
des Kampferdmckes des Gewölbes mit den Mauergewichten 
des Widerlagers). Auf diese Weise gelangt man entweder unten 
zu ausgedehnten Mauermassen, deren Standsicherheit ohne 
weiteres feststeht, oder zur Fnndamentsohle. Der Druck auf 
die Fundamentsohle wird ebenfalls berechnet und mit der zu- 
lässigen Belastung des Baugrundes, die gewöhnlich durch bau- 
polizeiliche -Bestimmungen vorgeschrieben ist, verglichen. 

§ 65. Die Kappelgewdlbe. 

Die Kuppel unterscheidet sich in ihrem statischen Ver- 
halten von dem Tonnengewölbe wesentlich dadurch, daß außer 
den Fugenpressungen in den Lagerfugen, deren Angriffspunkte 
im Gewölbequerschnitte in ihrer Aufeinanderfolge die Stütz- 
linie bilden, auch noch Fugenpressungen in den Meridianschnitten 
vorkommen. Man betrachte das Gleichgewicht eines Kuppel- 
sektors, der zwischen zwei benachbarten Meridianschnitten hegt. 
Unter der Voraussetzung einer ringsum symmetrischen Be- 
lastung bildet jeder Meridianschnitt eine Symmetrieebene für 
die ganze Kuppel. Die in je zwei entsprechenden Flächenteüen der 
beiden Meridianschnitte übertragenen Stoßfugendrücke setzen 
sich daher zu einer horizontalen Eesultierenden zusammen, die 
in die Mittelebene des Kuppelsektors fällt. Diese horizontal nach 
außen hin gehenden Besultierenden treten an die Stelle des Ho- 
rizontalschubs beim Tonnengewölbe. Dabei besteht aber gegen- 
über dem Tonnengewölbe noch der weitere Unterschied, daß sich 
diese Besultierenden über die ganze Mittelebene des Kuppel- 
sektors nach einem zunächst unbekannten Gesetze verteilen. 

Hieraus folgt auch, daß die Stützlinie beim Kuppelgewölbe 
keineswegs ein Seilpolygon zu den Lasten des Kuppelsektors 
bildet. Vielmehr ist jede beliebig im Gewölbequerschnitte ge- 
zogene Linie als Stützlinie statisch möglich, falls nur die in den 
Meridianschnitten übertragenen Bingspannungen (oder Stoß- 

26* 
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fugendrücke) passend dazu gewählt werden. Das Gleichgewicht 
im Kuppelgewölbe ist daher onendlichfach statisch unbestimmt. 

Auch hier gilt, wie bei den Tonnengewölben, wenn man auf 
die elastischen Eigenschaften des Wölbmateriales Bücksicht 
nimmt, der Satz, daß jener Gleichgewichtszu- 
stand zu erwarten ist, für den die Form- 
änderungsarbeit zu einem Minimum wird. 
Dies wird nahezu jener sein, bei dem sich die Stützlinie so eng 
als möglich an die Mittellinie des Gewölbequerschnittes anschließt. 
Nun kann sich die Stützlinie hier bei jeder Gestalt des G^wölbe- 
querschnittes mit der Mittellinie decken. Man nimmt also bei 
der Ausführung der Berechnung zunächst die Stützlinie als zu- 
sammenfallend mit der Mittellinie an und bestimmt die aus dieser 
Annahme folgenden Spannungen in den Meridianschnitten, die 
man sich der Gewölbedicke nach ebenfalls gleichförmig verteilt 
zu denken hat. Hierbei stellt sich nun bei den gewöhnlich aus- 
geführten Kuppelformen heraus, daß in den Meridianschnitten 
im oberen Teile Druckspannungen, weiter unten hin dagegen 
Zugspannungen zu übertragen wären, um den zunächst in Aus- 
sicht genommenen Gleichgewichtszustand zu verwirklichen. 

Der Mörtel kann aber größere Zugspannungen nicht über- 
tragen und in der Tat hat man auch bei vielen der berühmtesten 
Kuppelbauten die Erfahrung gemacht, daß sich in den unteren 
TeUen der Kuppel Bisse einstellten, die in der Bichtung der 
Stoßfugen (also der Meridianschnitte) verlaufen. Um diesem 
Übelstande abzuhelfen, hat man gewöhnlich nachträglich eiserne 
Beifen um die unteren Teile der Kuppel gelegt, die diese ähnlich 
zusammenhalten, wie die Beifen ein Faß. Man erreichte da- 
durch, daß nun in der Tat in den Meridianschnitten Zugspan- 
nungen übertragen werden konnten, zwar nicht mehr im Mauer- 
werke selbst, sondern in den eisernen Beifen, die dafür eintraten. 
Nebenbei bemerkt sind diese eisenarmierten Kuppeln als die 
ersten Vorläufer der heute so viel angewendeten Eisenbeton- 
konstruktionen zu betrachten. 

Will man aber, daß das Gleichgewicht der Kuppel auch ohne 
eine Verstärkung durch Eisenringe gesichert sei, so muß man 
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von jener Stelle ab, wo sonst die Zugspannungen einsetzen 
würden, die Stützlinie nach abwärts ohne Heranziehung der 
Bingspannungen fortsetzen. Im unteren Teile ist dann die Stütz- 
linie wieder ein Seilpolygon zu den Lasten des Kuppelsektors. 
Sie ist femer auch in die Widerlagsmauem der Kuppel hinein 
fortzusetzen. Entspricht die in dieser Weise ermittelte Stütz- 
linie überall denselben Forderungen, wie sie schon beim Tonnen- 
gewölbe erhoben wurden, so kann das Gleichgewicht der Kon- 
struktion auch ohne Zuhilfenahme einer Verstärkung durch 
Eisenringe als gesichert gelten. 

In Abb. 195 ist die vorher besprochene Konstruktion für eine 
oben geschlossene Kuppel durchgeff&hrt, die nur ihr eigenes Gewicht 
zu tragen bestinunt ist. Der Kuppelquerschnitt wurde durch Fugen, 
die rechtwinklig zur Mittellinie gezogen sind und deren längs der 
Mittellinie gemessenen Abstände gleich groß gewählt wurden, in acht 
Abschnitte eingeteilt. Die zu diesen Abschnitten gehörigen Gewichte 
im Kuppelsektor verhalten sich zueinander wie die Produkte aus 
den mittleren Wölbstärken und den Entfemimgen der Schwerpunkte 
von der Kuppelachse. Das dem Abschnitte 5 entsprechende Gewicht 
wurde im Kräfteplane durch die mittlere Wölbstärke dieses Abschnittes 
dargestellt, um die Gewichte der übrigen Abschnitte im gleichen 
Maßstabe auftragen zu können, mußten deren mittlere Wölbstärken 
im Verhältnisse der Schwerpunktsabstände zum Schwerpunktsabstande 
des fünften Abschnittes verkleinert oder vergrößert werden. Dies 
ist im unteren Teile der Figur, der keiner weiteren Erläuterung be- 
darf, ausgeführt worden. 

Die Linien 1, 2 usf. im Kuppelquerschnitte sind durch die Schwer- 
punkte der betreffenden Abschnitte des Kuppelsektors zu ziehen, die 
etwas weiter nach außen hin liegen, als die Schwerpunkte der zu- 
gehörigen Abschnitte des Kuppelquerschnittes. Indessen macht sich 
der Unterschied nur bei den oberen Abschnitten stärker bemerklich; 
bei den tiefer liegenden ist er unerheblich. ..« 

Im oberen Teile soll die Stützlinie mit der Mittellinie zusam- 
menfallen. Femer kann angenommen werden, daß sich die Bing- 
spannungen innerhalb jedes Abschnittes gleichförmig über die Fläche 
verteilen. Die in der Mittelebene des Kuppelsektors liegende Re- 
sultierende der in den beiden Meridianschnitten übertragenen Bing- 
spannungen ist daher durch den Schwerpimkt des zugehörigen Quer- 
schnittsteiles horizontal nach außen hin zu ziehen. Der Schnitt- 
punkt dieser Besultierenden für den obersten Abschnitt mit der Bich- 
tungslinie des Gewichtes 1 ist mit der Mitte der nächsten Lager- 



390 Siebenter Abschnitt. Theorie der Gewölbe n. der dnrchlanf. Trager. 

fuge zu verbinden. Die Verbindungslinie gibt die Sichtung des zu- 
gehörigen Fugendruckes an. Da das Gewicht 1 bekannt ist, liefert 
das Dreieck, dessen Hypotenuse Oa^ und dessen vertikale Kathete 1 




Abb. 195. 



ist, im Eräfteplane sofort die Größe des Fugendruckes und die Be- 
sultierende aus den Bingspannungen. 

Dann geht man zum Abschnitte 2 über, sel^t dessen Gewicht 
mit dem von oben kommenden Lagerfugendrucke zusammen, ermittelt 
den Schnittpunkt der Besultierenden mit der Besultierenden der 
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BiBgspannungen fOr diesen Abschnitt (in der Abbildung gehen die 
Bichtungslinien der drei Kräfte zufällig fa$t genau durch einen Punkt) 
und verbindet den Schnittpunkt mit der nächstfolgenden Eugen- 
mitte. Dadurch werden die Eichtungen aller am Abschnitte 2 an- 
greifenden Kräfte bekannt. Auch die Größen der beiden bis dahin 
noch unbekannten folgen ohne weiteres aus dem Kräfteplane. Der 
Fugendruck auf die untere Fuge wird durch die Strecke Oa,, die 
Besultierende aus den Eingspannungen durch die horizontale Kom- 
ponente der Strecke a^a^ angegeben. In derselben Weise setzt man 
die Konstruktion weiter nach unten hin fort. 

Wenn man zum fünften Abschnitte gelangt ist, bemerkt man, 
daß die Eesultierende aus den Eingspannungen, die durch den hori- 
zontalen Abstand yon a^ und a^ im Kräfteplane dargestellt wird, 
nur noch sehr klein ist. Beim sechsten Abschnitte würde diese 
Eesultierende negativ (nach innen zu gerichtet) werden, d. h. es 
müßten Zugspannungen in den Meridianschnitten auftreten, wenn 
man die Stützlinie hier immer noch mit der Mittellinie zusammen- 
fallen lassen wollte. Wir nehmen daher an, daß im sechsten, 
siebenten und achten Abschnitte überhaupt keine Eingspannungen 
mehr auftreten und setzen nur jedesmal den von oben her kommen- 
den Fugendruck mit dem Gewichte des Abschnittes zusammen. Hier- 
durch erhält man den imteren Teil der Stützlinie, auf dessen Ge- 
stalt es vorwiegend ankommt. 

Sitzt die Kuppel auf einer Mauertrommel, so ist die Stützlinie 
in diese hinein fortzusetzen, indem man den von der Kuppel her- 
rührenden Fugendruck mit dem Gewichte des Trommelsektors zu- 
sammensetzt. Zu dessen Darstellung im Kräfteplane ist natürlich 
von derselben Konstruktion Gebrauch zu machen, die schon bei den 
Kuppelabschnitten verwendet wurde. Eingspannungen sind in der 
Mauertrommel außer Ansatz zu lassen. 

Will man femer durch umlegen von eisernen Eeifen vermeiden, 
daß die Trommel durch einen Horizontalschub der Kuppel bean- 
sprucht wird, so ist die Größe der Kräfte, die von den Eisenreifen 
aufzunehmen sind^ ebenfalls aus dem Ej-äfteplane zu entnehmen. 
Man setzt dann die Stützlinie auch im unteren Teile längs der 
Mittellinie fort, wozu die Punkte a^, a[ und a^ im Kräfteplane ge- 
hören. Di6 horizontalen Komponenten der Strecken a^a!^, a'^alj und 
^7^8 S^^^^ nach einer sofort vorzunehmenden einfachen Umrechnung 
die von den Eisenreifen aufzunehmenden Eingspannungen an. 

Für diese Ümrechnimg nehme man an, daß der Winkel zwischen 
den beiden Meridianebenen, die den betrachteten Kuppelsektor be- 
grenzen, dcc sei. Die Länge eines Abschnittes der Mittellinie zwischen 
zwei aufeinander folgenden Fugen in der natürlichen Größe gemessen 
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sei 2, der Schwerpunktsabstand des f&nften Abschnittes von der 

Euppelachse s, der Maßstab der Zeichnung — und das Oewicht der 

Baumeinheit des Mauerwerkes y. Dann sind die Gewichte im Eräfte- 
plane so aufgetragen, daß die Längeneinheit ein Mauervolumön nlsda 
und daher eine Kraft von der Größe nlsyda vorstellt. Nun gibt 
die Strecke a^a'^ die Resultierende der zum siebenten Abschnitte 
gehörigen Bingspannungen in diesem Maßstabe an. Die Bingspan- 
nungen selbst stehen senkrecht zu den beiden Meridianebenen , die 
den Euppelsektor begrenzen und bilden einen Winkel miteinander, 
der um da von einem gestreckten abweicht. Ihre Besultierende ist 
gleich der Größe von einer von ihnen, multipliziert mit dcu Um- 
gekehrt wird daher die in einem Teile des Meridianschnittes über- 
tragene Bingspannung aus jener Besultierenden durch Streichen 
des Faktors da gefunden. Hiemach bedeutet die Längeneinheit 
der Strecke a^a^ im Eräfteplane eine von den Eisenreifen aufzu- 
nehmende Bingspannung von der Größe nlsy. Wäre also z.B. 
^7^7 gleich 1 cm oder 0,01 m, der Maßstab der Zeichnung 1 : n 
gleich 1 : 100, ? = 2 m, s «=• 9 m und das Gewicht von 1 m' Mauer- 
werk gleich 2000 kg, so würde die Bingspannung im siebenten 
Abschnitte gleich 100 • 0,01 • 2 . 9 • 2000 oder gleich 36000 kg zu 
setzen sein. — Ähnlich ist auch bei allen anderen Umrechnungen 
zu verfahren, z. B. wenn man die Eantenpressungen in einer Fuge 
ermitteln will. Der zunächst einzuf£Qirende Faktor da hebt sich 
dann jedesmal wieder heraus. 

Bei diesem Beispiele wurde vorausgesetzt, daß die Euppel nur 
ihr eigenes Gewicht zu tragen habe. Eommt noch eine Belastungs- 
fläche hinzu, so erhöhen sich die Gewichte der einzelnen Abschnitte 
entsprechend, während das Verfahren im übrigen genau so beizube- 
halten ist. 

Auch dann übrigens, wenn die Euppel tatsächlich nur ihre 
Eigenlast aufnehmen soll, muß man sie doch unter der Voraussetzung 
berechnen, daß ihr überdies noch eine passend gewählte fremde Last 
(in symmetrischer Verteilung um die Euppelachse) aufgebürdet sei. 
Ln andern Falle würde jeder Maßstab für die Bemessung der er- 
forderlichen Wölbstärke fehlen. Macht man nämlich die Euppel 
schwächer (namentlich in ihrem oberen Teile), so vermindern sich 
die Lasten in demselben Maße wie die Fugenflächen und die Bean- 
spruchung des Materials bleibt dieselbe. Mit Bücksicht auf zufällige 
Umstände, die eine andere Art der Belastung herbeifClhren könnten, 
ist aber die Euppel mit größerer Wölbstärke trotzdem als sicherer 
zu betrachten, als die mit schwächerer Wölbstärke. Man trägt dem 
am besten durch Annahme einer etwa gleichförmig verteilten zu- 
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fWigen Belastung Bechnimg. Dann ergibt sich, wie groß dieWölb- 
st&rke etwa im Scheitel zu wählen ist, damit die Druckbeanspruchung 
des Materials nicht zu groß ausföUt. 

§ 66. Die grapliisohe BereolmTing der dnrohlanfenden Träger. 

Zunächst möge es sich um den in Abb. 196 dargestellten 
Fall handeln. Ein Balken sei in drei Punkten A^ B, C unter- 
stützt. Die eine Öffnung AB soll eine irgendwie verteilte Be- 
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nung unbelastet ist. ^ B c 

Es wird verlangt, die ^^^- ^^' 

Momentenfläche zu konstruieren, femer auch, was damit eng 
zusammenhängt, die Auflagerkräfte auf den drei Stützen und 
die Schwerkräfte F, die zu den einzelnen Querschnitten gehören, 
anzugeben. 

Ihrer allgemeinen Gestalt nach kann die zu dem Belastungs- 
falle in Abb. 196 gehörige Momentenfläche ohne Schwierigkeit 
angegeben werden. Man bedenke nämlich, daß die Stütze 
auch entfernt werden kann, wenn man dafür nur eine senkrecht 
nach abwärts gerichtete Kraft an dem Trägerende anbringt, die 
so bemessen wird, daß sich der Punkt C nicht in senkrechter 
Eichtung — weder nach oben, noch nach unten hin — verschiebt. 
Der dann nur noch auf den Stützen A und B aufliegende Träger 
hat außer den gegebenen Lasten der Spannweite AB noch die 
der Größe nach vorläufig unbekannte Last an dem vorkragenden 
Ende C aufzunehmen. Das Biegungsmoment setzt sich daher 
an jeder Stelle aus zwei Teilen zusammen, von denen der eine 
von den gegebenen Lasten, der andere von der Einzellast im 
Punkte C herrührt. 

Der erste Teil wird mit Hilfe eines Seilpolygons, durch 
das man die gegebenen Lasten verbindet, nach den Lehren des 
zweiten Abschnittes leicht gefunden. Ist die Belastung gleich- 
förmig über die Spannweite AB verteilt, so bildet dieser Teil 
der Momentenfläche einen Parabelabschnitt; aber auch bei an- 
derer Lastverteilung kann er immer leicht ermittelt werden. 
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Jedenfalls ist das hierzn gehörige Moment innerhalb der Öffnung 
AB überall positiv (nämlich so gerichtet, daß es eine Biegang 
des Balkens hervorruft, bei der sich die Hohlseite der elastischen 
Linie nach oben hin kehrt,) während es an den Stützen A und B 
mid auf der Strecke BC gleich Noll ist. 

Der von der Einzellast im Pmikte C herrührende zweite Teil 
deä Biegongsmomentes ist im Gegensatze hierzu längs des ganzen 
Balkens AO negativ; nur an den Enden A und C wird er zu Null. 
Die zugehörige Momentenfläche wird, wie gleichfalls aus den 
Lehren des zweiten Abschnittes hervorgeht, ein Dreieck, dessen 
Ecken auf den drei Auflagervertikalen hegen. 

Setzen wir nun beide Teile zusammen, so erhalten wir im 
ganzen eine Momentenfläche von der in Abb. 197 angegebenen 

Gestalt. Die von den 

j((l!!0 fP^^W J^ gegebenen Lasten her- 

/llliil'nt'i ^ rührende positive Mo- 

Jpli^^ \J ^ s^ mentenfläche sowohl, 

^T^, ^ *^ als das Dreieck ADC 

Abb. 197. der negativen Mo- 

mente sind dabei der 
besseren Vergleichbarkeit wegen von der Balkenachse aus nach 
oben hin abgetragen. Innerhalb der Strecke AB kommt nur 
der Unterschied zwischen den positiven und den negativen Bei- 
trägen zum Biegungsmomente in Betracht. Ln Punkte E, wo 
sich die beiden Linien überschneiden, ist das Biegungsmoment 
Null, links von der durch E gezogenen Vertikalen überwiegt 
der positive, rechts davon der negative Beitrag. Die hiemach 
verbleibenden Flächen sind durch Schraffierung hervorgehoben 
und zwar die zu positiven Momenten gehörigen durch vertikale, 
die zu negativen gehörigen durch horizontale Schraffierung. 
Für jeden Punkt der Balkenachse wird demnach das zugehörige 
Biegungsmoment nach Größe und Vorzeichen durch den Ab- 
schnitt angegeben, der von einer durch diesen Punkt gezogenen 
Lotrechten in die schraffierten Flächen hineinfällt. 

Um die Figur genau im Maßstabe zeichnen zu können, fehlt 
uns nur noch die Höhe BD des Dreieckes ADC, also das Bie- 
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gongsmoment über der Mittelstütze. Dieses soll nun aus der 
Bedingung ermittelt werden, daß die elastische Linie duroh die 
drei vorgeschriebenen Punkte A, B, C gehen muß. 

Wir erinnern uns, daß die elastische Linie ein Seilpoljgon 
bildet, dessen Belastungsfläche die Momentenfläche ist. Es ist dabei 
nicht nötig, den Horizontalzug dieses Seilpoljgons nach der dafür 
früher aufgestellten Formel zu wählen, denn wenn er anders an- 
genommen wird, erhalten wir die elastische Linie nur in entsprechen- 
der Verzerrung. Das Maß der Verzerrung ist aber hier gleichgültig, 
denn an der Bedingung, daß die Ordinaten an den drei Punkten 
Ä, By C zu Null werden müssen, wird dadurch nichts geändert. 

Wir wollen femer von der Seilkurve, die zu der Belastungs- 
fläche in Abb. 197 gehört, nur die Tangenten an den drei Punkten 
uä, B, C ins Auge fassen, da dies für unsere Zwecke schon genügt. 
Die Seilspannungen bei Ä und B müssen mit den Lasten, die da- 
zwischen liegen und ebenso die bei B und G mit den zwischen ihnen 
liegenden Lasten im Gleichgewichte stehen. Auf dieser Bemerkung 
beruht die Lösung der Aufgabe. 

Über BC bildet die Belastungsfläche ein Dreieck. Die Resul- 
tierende der durch sie dargestellten Lasten geht durch den Schwer- 
punkt des Dreieckes und die vertikale Schwerlinie kann sofort an- 
gegeben werden, wenn man auch von der Höhe des Dreieckes noch 
nichts weiß; sie muß nämlich jedenfalls von B aus ein Drittel der 
Länge von BC auf BC abschneiden. Auf dieser der Lage nach 
bekannten Schwerlinie müssen sich die Tangenten der elastischen 
Linie in den Punkten B und C schneiden. 

Über AB denken wir uns die Belastungsfläche wieder in die 
beiden Anteile zerlegt, aus denen sie vorher zusammengesetzt wurde. 
Der negative, durch das Dreieck ABB dargestellte Anteil liefert 
wieder eine nach oben gekehrte Besultierende, die durch den Schwer- 
punkt des Dreieckes geht, also ein Drittel der Spannweite AB von 
B aus auf AB abschneidet. Auch der positive Anteil kann durch 
eine Besultierende ersetzt werden, die durch den Schwerpunkt der 
betreffenden Fläche geht und nach abwärts gerichtet ist. Da als 
Beispiel eine gleichförmige Belastung der Öffnung AB angenommen 
wurde, geht die Schwerlinie dieses Teiles der Belastungsfläche für 
die elastische Linie hier durch die Mitte ; aber auch in jedem andern 
Falle könnte diese Schwerlinie leicht gefunden werden. 

Die durch die Punkte A und B gehenden Seilspannungen müssen 
im Gleichgewichte mit den beiden soeben aDgeführten Lasten stehen. 
Dabei ist zu beachten, daß die Bichtungslinien beider Lasten be- 
kannt sind, während man nur von der senkrecht nach abwärts ge- 
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richteten Last, die durch den Schwerpunkt des positiTen Anteils 
der Momentenfläche geht, Ton yomherein die Größe kennl Auch 
die Größe der nach oben gehenden Last zwischen B und C ist yor- 
länfig unbekannt. 

Dies hindert jedoch nicht, zu den der Lage nach bekannten 
Lasten I, 11, m das Seilpoljgon 1, 2, 3, 4 in Abb. 198 sofort ans- 
zuffihren. Man ziehe von C ans den Seilstrahl 1 in beliebiger Rich- 
tung. Diese Linie kann als die Tangente an die in entsprechender 
Verzerrung angetragene Seilkurve im Punkte C au^eüüBt werden. 
Der Seilstrahl 2, der die Tangente an dieselbe Seilkuire im Punkte B 
darstellt, schneidet sich mit 1 auf der gegebenen Richtungslinie I 
und folgt hieraus sofort, um die Seüspannung 2 femer mit der 




Abb. 198. 



Abb. 199. 



Last n zusammenzusetzen, beachten wir, daß sich 1 und 3 jeden- 
falls auf der Resultierenden der dazwischen liegenden Lasten I und II 
schneiden müssen. Wenn tms nun auch diese beiden Lasten der 
Größe nach vorläufig nicht bekannt sind, so kennen wir doch ihr 
Verhältnis. Denn I stellt das senkrecht nach oben gehende Gewicht 
des Dreieckes BOD in Abb. 197 und 11 das von ABB dar und 
die beiden Dreiecksflächen verhalten sich zueinander wie ihre Grund- 
linien AB und BC oder wie die beiden mit l^ und l^ in Abb. 198 
bezeichneten Spannweiten. Die Resultierende der beiden parallelen 
und gleich gerichteten Kräfte I und 11 liegt zwischen beiden und 
teilt den Abstand zwischen ihnen im umgekehrten Verhältnisse zu 

den Größen beider Kräfte. Tragen wir daher -^ von I aus nach 

l 
links oder -— von II aus nach rechts hin ab, so erhalten wir die 

o 

Richtungslinie DE der Resultierenden aus I und IL Wir brauchen 
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jetzt nur 1 bis zum Schnittpunkte mit D^ zu verlängern, um den 
durch diesen Punkt gehenden Seilstrahl 3 zu erhalten. Der Seil- 
strahl 4 endlich schneidet sich mit 3 auf der Bichtungslinie von lH 
und geht durch den Punkt A. 

Von den vier Seilstrahlen des soeben konstruierten Seilpoljgons 
haben nur 1, 2 und 4 eine unmittelbare Beziehung zur elastischen 
Linie des Balkens, indem sie deren Tangenten in den Punkten C7, J?, Ä 
unter der Voraussetzung einer entsprechend gewählten Verzeming 
darstellen. Der Seilstrahl 3 ist nur zur Ermöglichung der Kon- 
struktion dazwischen geschoben und hat mit der elastischen Linie 
immittelbar nichts zu tun. 

Nachdem das Seilpolygon gefunden ist, können wir nachträg- 
lich auch den ihm zugehörigen Eräfteplan in Abb. 199 zeichnen. 
Hierbei ist zu beachten, daß HI auch der Größe nach gegeben ist, 
indem es den von vornherein bekannten positiven Anteil der Momenten- 
fläche in Abb. 197 darstellt. Die Strecken I und II, die man durch 
Ziehen der Parallelen zu den Seilstrahlen in Abb. 198 erhält, geben 
die Inhalte der Dreiecke BGD und ÄBD in. Abb. 197 im gleichen 
Maßstabe an. Man braucht hierbei nur auf das Verhältnis der 
Strecken 11 und m im Eräfteplane, der in ganz willkürlichem Maß- 
stabe gezeichnet sein kann, zu achten. Da der positive Anteil der 
Momentenfläche in Abb. 197 und das Dreieck ABB zur gleichen 
Grundlinie AB gehören, liefert das aus Abb. 199 entnommene Ver- 
hältnis II : m unmittelbar das Verhältnis der durchschnittlichen Höhen 
beider Flächen. Trägt die Öffnung AB des durchlaufenden Trägers 

«ine gleichförmig verteilte Last, so ist der positive Anteü der Mo- 

2 
mentenfläche ein Parabelsegment, dessen durchschnittliche Höhe -=r 

der größten Höhe ausmacht. Bezeichnen wir daher die Pfeilhöhe 
dieser Parabel mit /*, so ist die Höhe BD des Dreieckes ABB 

gleich "ö"^' m' ^*^^^®°^ ^^ *^^ diese Weise ermittelt ist, kann 

Abb. 197 sofort im richtigen Maßstabe aufgetragen werden. 

Hat der Träger in beiden Spannweiten gegebene Lasten 
aufzunehmen, so ermittelt man zuerst die Momentenfläcbe unter 
der Voraussetzung, daß nur eine Spannweite belastet, die andere 
unbelastet sei, wiederholt dann das Verfahren für den Fall, daß 
die zweite Öffnung belastet und die erste unbelastet ist und 
addiert beide Momentenflächen zueinander. Die dem gegebenen 
Belastungsfalle entsprechende Momentenfläche setzt sich daher 
aus zwei positiven Anteilen zusammen, von denen zu jeder 
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Spannweite einer gehört und die ebenso groß und ebenso ge^ 
staltet sind, als wenn diese Spannweite durch einen einfachen 
Träger überdeckt wäre, der die zugehörigen Lasten aufzunehmen 
hätte, sowie aus einem negativen Anteile, der wiederum ein 
Dreieck ADC, wie in Abb. 197 bildet, dessen Höhe BD jedoch 
gleich der Summe der Höhen ist, die zur Belastung der linken 
und der rechten Öffnung für sich genommen gehören. 

Für einen über drei oder noch mehr Öff- 
nungen durchlaufenden Träger läßt sich dieselbe 
Konstruktion ohne wesentUche Änderung gleichfalls durch- 
führen, solange nur eine der beiden Endöffnungen belastet ist. 
Es ist daher nicht nötig, hierfür ein besonderes Beispiel vorzu- 
führen. Dagegen muß noch ein Hilfsverfahren dazutreten, wenn 
eine der Mittelöffnungen belastet ist. In Abb. 200 ist ein über 
drei Öffnungen durchgehender Träger gezeichnet, dessen Mittel- 
öffnung BG eine gleichförmig verteilte Belastung aufnehmen 
soll, während die beiden Endöffnungen als unbelastet voraus- 
gesetzt werden. An Stelle der gleichförmig verteilten kann 
übrigens auch eine irgendwie anders angeordnete Belastung der 
Mittelöffnung treten, ohne daß sich darum die Betrachtung zu 
ändern brauchte. 

Man denke sich die beiden Stützen A und D entfernt und 
die Auflagerkräfte durch passend gewählte Lasten ersetzt, die 
so zu bestimmen sind, daß die Punkte A und D keine Bewegung 
in vertikaler Bichtung ausführen. Wenn diese Kräfte von vorn- 
herein bekannt wären, könnte man die Momentenfläche mit Hilfe 
eines Seilpolygons sofort konstruieren. Jedenfalls kennt man 
aber aus dieser Überlegung bereits die allgemeine Gestalt der 
Momentenfläche. Die Lasten an den Enden A und D des auf 
B und C gestützten Trägers bringen nämhch überall negative 
Momente hervor, die durch das Viereck AEFD in Abb. 201 
dargestellt werden. Dazu kommen die positiven, durch das 
Parabelsegment über BC dargestellten Momente, die durch die 
gegebenen Lasten in der Öffnung BC unmittelbar hervorgerufen 
werden. Beide Momentenflächen überschneiden sich und die 
Unterschiede zwischen ihnen, die durch Schraffierung hervor- 
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gehoben sind, geben, wie im früheren Falle, die im ganzen auf- 
tretenden Biegungsmomeiite an. Um Abb. 201 richtig auftragen 
zn können, bleiben nur die Höhen BE und FC, d. b. die Momente 
über den Mittelstützen zu ermitteln. 

Diea geschieht wieder auf Grund der ErwSgimg, d&B die ela- 
stische Linie, die als Seüpolygon zur Momentenfläche als Belastungs- 



-6> 



fläche konstruiert werden kann, durch die vorgeschriebenen Punkte 
A, S, C, B gehen muß. Wir achten nur auf die durch diese Funkte 
gehenden Seilspannungen der in beliebiger Verzerrung gezeichneten 
Seilkurve, von denen wir wissen, daß sie mit den zwischen ihnen 
liegenden Lasten, die wir in geeigneter Weise zusammenfassen, im 
Gleichgewichte stehen müssen. Diese Lasten fOr das „zweite" Seil- 
polygen sind in Abb. 201 eingetragen. In den beiden EndÖfbungen 
kommt nur je eine Last in Frage, die durch den Schwerpunkt des 
zugehörigen Belastungsdreieckea gdit. In der MittelÖffnung geht III 
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durch den Schwerpunkt des Paxabelsegmentes; diese Last ist von 
allen aUein ihrer Größe nach sofort bekannt, da sie durch die Fläche 
des Parabelsegmentes dargestellt wird. Das Trapez BFFC vom 
negativen Anteile der Momentenfläche zerlegen wir durch die Dia- 
gonale ^1^ in zwei Dreiecke und führen die nach oben gekehrten 
Lasten dieser Dreiecke gesondert ein. Wir erreichen dadurch, daß 
auch die Bichtungslinien 11 und IV, die durch die Schwerpunkte 
der Dreiecke gehen, sofort angegeben werden können, wenn man auch 
die Lihalte der Dreiecke noch nicht kennt. Ebenso muß man übrigens 
auch verfahren, wenn eine Endö&ung belastet ist. 

Wir tragen jetzt die hiermit ermittelten Bichtungslinien der 
Lasten von I bis Y in Abb. 202, die nichts mehr enthält, was noch 
als unbekannt anzusehen wäre, von neuem ein. Zugleich ziehen wir 
die Linie mm als Bichtungslinie der Besultierenden von I und ü, 
die ebenso wie im früheren Falle gefunden wird, da sich auch jetzt 
die Lasten I und 11 oder die Dreieckflächen AEB und BEF in 
Abb. 201 wie die Spannweiten AB und BC zueinander verhalten 
müssen. Ebenso kann die Linie nn als Bichtungslinie der Besul- 
tierenden aus IV und V gefunden werden, indem man den Abstand 
zwischen IV undV im umgekehrten Verhältnisse der Spannweiten BC 
und OD teilt, d. h. indem man den Abstand von C bis V von IV 
aus nach rechts hin aufträgt. 

Wir zeichnen femer das durch die vorgeschriebenen Punkte 
Ä, Bf Cj D gehende Seilpolygon zu diesen Lasten, indem wir die 
Seilspannung 1 in beliebiger Bichtung — entsprechend der beliebig 
zu wählenden Verzerrung der elastischen Linie — eintragen. Auf 1 
folgen 2 und 3 sofort, da sich 1 und 3 auf mm schneiden müssen, 
während 2 durch B gehen muß. Die Fortsetzung 4, 5, 6 macht in- 
dessen zunächst einige Schwierigkeiten, da man vorerst nicht wissen 
kann, in welcher Bichtung 4 weiter zu führen ist. 

Man bedenke jedoch, daß die Bichtungslinien von 4, 5, 6 ein 
Dreieck miteinander bilden müssen, das sechs vorgeschriebene Be- 
dingungen zu erfüllen hat, wodurch es ausreichend gekennzeichnet 
wird. Die Seiten müssen nämlich durch drei vorgeschriebene Punkte 
gehen (4 durch den Schnittpunkt von 3 mit in, 5 durch C und 
6 durch D) und die Ecken müssen auf drei gegebenen Geraden liegen^ 
die parallel zueinander sind, nämlich auf den Geraden IV, nn und V. 

Wir zeichnen zuerst irgendein Dreieck, das nur fünf der auf- 
gezählten Bedingungen erfüllt. Zu diesem Zwecke ziehen wir die 
Linie 6' in beliebiger Bichtung durch D und reihen daran in leicht 
ersichtlicher Weise die Seiten 4' und 5'. Das Dreieck 4'5'6' erfüllt 
nur die eine Bedingung nicht, daß 4' durch den Endpunkt von 3 
gehen sollte. Denkt man sich das Dreieck 4'5'6' veränderlich, so 
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daß es stets dieselben fünf Bedingungen eifCQlt, so muß sich die 
Seite 4! ebenfalls um einen festen Punkt drehen. Dieser Punkt G 
muß auf der Balkenachse liegen, da eines der Dreiecke 4'5'6' mit 
allen Punkten und Seiten auf die Balkenachse ^Qlt. Punkt G ist 
daher als Schnittpunkt von 4' mit der Balkenachse bekannt. 

Auch das gesuchte Dreieck 4 5 6 bildet eines der Dreiecke 4'5'6' 
und wir wissen jetzt, daß 4 durch den Punkt G zu ziehen ist. 
Nachdem dies geschehen ist, macht auch die Fortsetzung 5, 6 keine 
Schwierigkeiten mehr. 

Von den Seüpolygonseiten 1 bis 6 sind 1, 2, 5, 6 Tangenten 
an die in entsprechender Verzerrung aufgetragene elastische Linie 
in den Auflagerpunkten, während die dazwischen eingeschobenen 
Seiten 3 und 4 in keiner unmittelbaren Beziehung zur elastischen 
Linie stehen. 

Nachdem das Seilpoljgon gefunden ist, kann man dazu, wie im 
früheren Falle, nachträglich den Eräfteplan zeichnen. Da die Last JH. 
ihrer Größe nach bekannt ist, folgen daraus auch die Größen der 
übrigen Lasten. — Hiermit findet man die Lihalte der Dreiecks- 
fiächen I, 11, IV, V in Abb. 201, so daß dem richtigen Auftragen 
von Abb. 201 kein Hindernis mehr im Wege steht. — Auch für den 
Fall, daß mehrere Offnungen belastet sind, kann man so verfahren, 
wie es schon vorher bei dem einfacheren Falle des über zwei Öff- 
nungen durchlaufenden Trägers auseinandergesetzt worden ist. 

§ 67. Gleiolmng von Clapeyron. 

Wenn jede Öffnung des durchlaufenden Trägers nur eine 
gleichförmig verteilte Belastung trägt^ die aber bei den ein- 
zelnen Offnungen verschieden groß sein darf (und bei einigen 
daher auch gleich Null sein kann), erhält man die Biegungs- 
momente über den Stützen, die man zum Auftragen der Mo- 
mentenfläche nötig hat, auch sehr einfach auf analytischem 
Wege, mit Hilfe der von Clapeyron aufgestellten „Gleichung 
der drei Moment e**. 

Die Zahl der Öffnungen kann jetzt beliebig groß sein. Wir 
denken uns zwei aufeinanderfolgende Öffnungen, die wir als 
die nte und die (n + l)te bezeichnen, herausgegriffen. Die 
positiven Anteile der Momentenflächen bestehen wieder aus 
Parabelabschnitten, die negativen aus Trapezen. Abb. 203 
gibt den zu den beiden Öffnungen gehörigen Teil der Momenten- 

FOppl: Graphische Statik. 3. Aufl. 26 
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fläche an. Die Pfeilhöhen der Parabeln sind mit B^ und B^^^ 
bezeichnet. Trägt die nte Öffnung eine Belastung q^ für die 
Längeneinheit, so hat man fär das Biegongsmoment B^y das 
in der Mitte dieser Öffnung entstehen würde, wenn diese durch 
einen einfachen Träger überdeckt wäre, 

y+1- — 8 



5- = 



8 



und ebenso B-,. = 



(86) 



Die Momente M^ -ä^B+i «Jid -äf^j.2 über den drei Stützen 



sind dagegen vorläufig unbekannt. 




*z 



<»M3t 



ii^^ 



Abb. 203. 

Im unteren Teile von Abb. 203 ist der zu den beiden Öff- 
nungen gehörige Abschnitt der elastischen Linie des Balkens 
gezeichnet. Wir wissen, daß die elastische Linie als ein Seil- 
polygon aufgefaßt werden kann, dessen Belastungsfläche durch 
die Momentenfläche gebildet wird. Wie schon früher, ersetzen 
wir die zu jeder Öffnung gehörigen Lasten durch drei Eesul- 
tierende von bekannter Lage. Li der nten Öffnung erhalten 
wir die durch die Mitte der Spannweite nach abwärts gehende 

Belastung -j BJ^, indem der Lihalt der Parabel gleich Zwei- 
drittel von dem Produkte aus Grundlinie und Höhe ist. Freihch 
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ist B^ nicht eigentlich selbst die Höhe der Parabel, sondern 
das Biegongsmoment, das aus der Ordinate der Momentenfläche 
durch MultipUkation mit dem Horizontalzuge H^ des ersten 
Seilpolygons gefunden wird. Wir können uns aber alle Lasten 
mit dem konstanten Faktor Hj multipUziert denken, falls wir 
dann nur auch den Horizontalzug H^^ des zweiten Seilpolygons, 
der nach Gl. 27 (S. 94) 

ist, mit Hj multiplizieren, ihn also gleich E0 setzen. — Das 
Trapez mit den Seiten M^ und M^^^ zerlegen wir in zwei 

Dreiecke, deren Lasten mit Y^Jn ^^^ -g-J^n+i^« anzusetzen 

sind. Beide gehen nach oben hin und teilen die Spannweite l^ 
in drei gleiche Teile. Ebenso verfahren wir in der zweiten Öff- 
nung. 

Die durch die nte und die (n + l)te Stütze gehenden Seil- 
spannungen müssen mit den drei zuvor aufgeführten Lasten im 
Gleichgewichte stehen. Wir schreiben dafür eine Momenten- 
gleichung in bezug auf den nten Stützpunkt als Momenten- 
punkt an. Die durch diesen Stützpunkt gehende Seilspannung 
fällt aus der Momentengleichung fort. Der Winkel, den die 
durch den (n + l)ten Stützpunkt gehende Seilspannung mit der 
Horizontalen bildet, sei mit a bezeichnet. Wir verlegen den 
Angriffspunkt dieser Seilspannung auf die durch die nte Stütze 
gehende Auflagervertikale und zerlegen sie dort in eine vertikale 
und eine horizontale Komponente. Die vertikale Komponente 
geht durch den Momentenpunkt und tritt daher nicht in die 
Momentengleichung ein. Die horizontale Komponente ist der 
vorher schon zu E@ festgestellte Horizontalzug des zweiten 
Seilpolygons. Dessen Moment ist gleich — E&l^tga. Die 
Momente der drei Lasten lassen sich ebenfalls sofort anschreiben 
und im ganzen erhält man daher 

26* 
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Eine Momentengleichung von derselben Form schreiben 
wir femer auch für die (n + l)te Öffnung und zwar in bezug 
auf den (n + 2)t6n Stützpunkt als Momentenpunkt an. Auch 
hier wird wieder die durch den {n + l)ten Stützpunkt gehende 
Seilspannung zum Schnitte mit der durch den Momentenpunkt 
gehenden Vertikalen gebracht und dort in zwei Komponenten 
zerlegt, von denen nur die Horizontalkomponente E0 in die 
Momentengleichung eintritt. Die Gleichung lautet 



3 *'fi+i'n+l 2 



1 ., , 21 



fl+l 



Wir wollen beide Gleichungen, nachdem die in ihnen vor- 
kommenden Faktoren l^ bzw. l^^^ weggehoben sind und mit 
6 multipliziert ist, noch einmal untereinander schreiben. Sie 
lauten dann 

-6^©tga-Jlf„?„ + 25A-2itf„^iZ„=0, 
-6 E&iga+ M^^^l„^,-^2B^^,l^^, \ (87) 

+ 2Jf„^A + i =0. 

Subtrahiert man sie voneinander, so heben sich die mit dem 
unbekannten Winkel a behafteten Glieder gegeneinander fort 
und nachdem man die Glieder passend geordnet hat, erhält man 
die Clapeyronsche Gleichung 

Zwischen je drei aufeinander folgenden Stützenmomenten M^, 
if„^.i und M^^2 besteht eine Gleichung von dieser Form, in 
der alle übrigen Größen bekannt sind, da man für die B die dafür 
vorher schon aufgestellten Werte einsetzen kann. Schreibt 
man alle diese Gleichungen für je zwei aufeinander folgende 
Offnungen an, so erhält man ebenso viele Gleichungen als un- 
bekannte Stützenmomente. Diese lassen sich daher durch Auf- 
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lösen der Gleichungen ermitteln, womit die gestellte Aufgabe 
gelöst ist. 

Bei einem Träger, der über nur zwei öfihungen durcbgeht, sind 
z. B. die Momente Mn und Jtfn+a an den Enden gleich Null zu 
setzen und die Gleichung der drei Momente enthält nur noch das 
unbekannte Moment Mn+i über der Mittelstütze, das daraus sofort 
gefanden werden kann. Bei einem Träger über drei Öffnungen sind 
nur die Momente über der zweiten und der dritten Stütze unbekannt 
und die Gleichung kann zweimal angeschrieben werden, einmal für 
die erste und zweite und das nächste Mal für die zweite und dritte 
Öffnung. Bezeichnet man allgemein die Zahl der Öffnungen mit m, 
so ist die Zahl der unbekannten Stützenmomente gleich {m — 1) 
und ebensoviele Gleichungen lassen sich auch nach der ClapcTron- 
schen Formel ansetzen. 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Enden frei aufliegen. Sollten 
diese eingespannt sein, so sind die zugehörigen Stützenmomente 
freilich nicht gleich Null zu setzen und man hat zwei Unbekannte 
mehr, als Gleichungen vorhanden sind. Dafür kann man aber in 
diesem Falle auch noch zwei neue Gleichungen angeben. Man nehme 
z. B. an, daß die (n + l)te Öffnung in Abb. 203 die letzte und 
der Träger über der Endstütze (n + 2) eingespannt sei. Dann muß 
auch die zugehörige Endtangente der elastischen Linie horizontal ge- 
richtet sein. Schreibt man daher nun noch eine Momentengleichung 
für den (n + l)ten Stützpunkt an, so hebt sich das Moment der 
letzten Seilspannimg fort und man erhält unter dieser Voraussetzung 



— -^^w+l?w + l ö h "F^-^n+l^n 



+ 1* 



— YJ!f„+2?„+i» — g — =» 0, 
oder nach Wegheben der gemeinsamen Faktoren usf. 

Mn,^l + 2Mn+2^2Bn^V (89) 

und eine Gleichung von derselben Form gilt auch fär die erste 
Öffnung, wenn der Träger auch über der ersten Stütze eingespannt 
ist, nämlich 

M^ + 2Mi==2B^. (90) 

Die Glapejronschen Gleichungen reichen daher in Verbindung 
mit diesen beiden auch bei eingespannten Enden aus, um alle un- 
bekannten Stützenmomente zu berechnen. 



< 
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AsfgabfliL 

51. Aufgabe. Für ein gi/mmebiBch gestaÜeUs und s ymmetrigtA 
hda^ete» GeteiXbe »oü eitie DrudUime eingaseüAnet leerdai, die durch 
die Muten von ScKeUel- und Kämpferfuge geht. 

Lösung. DieMlftedes GewSlbequenchnittes ist in Abb. 204* 
gezeidmet; AB sei die BelastnogslimB und BC die Sjmmebieaebse. 
Man ziebe durch den Anfangapunkt F dei inneren WSlblinie einen 
lotrechten Fngenscbnitt DE and t«ile die zwischen J)E nnd BO 
liegende BelastnngsflSdie in täaa Anxabl lotrechter Strafen Ton gleicher 



/ 



r Abbildung 



rählt, eine 
Hl ausreicht, 



se als un- 
al betrach- 
Bn und die 

st, daß da- 
[ erschwert 
jenau genug 
als Trapeze be'^chtet werden, deren Schwerpunkte 
aufgesucht und durch kleine Kreise herrorgehobeu wurden. Die 
durch diese Schwerpunkte gebenden Lasten 1, 2 usf. sind wegen 
der gleichen Breite der Streifen den mittleren HOhen proportio- 
nal. Im KrBfteplane, Abb. SOi**, wurden die Lasten durch */, der 
mittleren StreifenhOhe dargestellt. Hierauf wKhlt man einen Pol 
beliebig und vereinigt die gegebenen Lasten durch das im unteren 
Teile von Abb. 204' gezeichnete Seileok SS. Durch den Schnitt- 
punkt der äußersten Seilstrahlen geht die Schwerlinie a der ganzen 
Belaetungsflftche. Außerdem ermittelt man auch noch die Schnitt- 
punkt« der übrigen Seilstrahlen mit dem horizontalen Anfongsstrahle 
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und zieht durch sie die Lotrechten 2>, c, d, e. Man kann diese Linien 
als Schwerlinien jener Teile der Belastungsfläche ansehen, die vom 
Scheitel bis zürn fCLnften, vierten, dritten oder zweiten Belastungs- 
streifen reichen. . - 

Nach diesen Vorbereitungen kann man leicht jede gewünschte 
Drucklinie in den Oewölbequerschnitt eintragen. Zunächst beachte 
man, dafi wegen der vollständigen Symmetrie des Gewölbes und 
seiner Belastung auch die Drucklinie symmetrisch sein muß, daß 
also der Druck in der Scheitelfiige jedenfalls horizontal gerichtet 
ist. Da in der Aufgabe verlangt wird, die Drucklinie durch die 
Mitten von Scheitel- und Eämpferfugen zu führen, ziehen wir eine 
Horizontale durch die Mitte der Scheitelfage, suchen deren Schnitt 
mit der Schwerlinie a auf und verbinden den Schnittpunkt mit der 
Mitte der Eämpferfuge. Die Verbindungslinie gibt die Bichtungslinie 
der Eämpferdruckes an, da sich diese Kraft mit dem Drucke in der 
Scheitelfage und dem Gewichte der Gewölbehälfte im Gleichgewichte 
halten ujid daher mit ihnen in demselben Punkte treffen muß. Zieht 
man zu dieser Linie eine Parallele im Eräfteplane durch den End- 
punkt der Last 6, so erhält man den Pol €^ des neuen, zur ge- 
suchten Drucklinie gehörigen Eräfteplanes. 

Anstatt aber die Drucklinie durch Ziehen von Parallelen zu 
den PolstraMen im Kräfteplane zu konstruieren, ist es bequemer, 
darauf zu achten, daß sich jeder andere Seilstrahl der Drucklinie mit 
dem horizontalen Seilstrahle auf einer der Linien a, h, c, (2, e schneiden 
muß. Dies folgt sowohl aus dem in § 11 bewiesenen Satze über 
die zu denselben Lasten, aber zu verschiedenen Polen im Kräfteplane 
gehörigen Seilecke, als auch daraus, daß jene Linien als Schwer- 
linien der zwischen der Scheitelfage und den übrigen Fugenschnitten 
gelegenen Teile der Belastimgsfläche angesehen werden können. 

um nachträglich aus dem Kräfteplane auf die Größe des Fugen- 
druckes und die dadurch hervorgebrachte Kantenpressung zu schließen, 
beachte man, daß jede Strecke im Kräfteplane zunächst einen Flächen- 
inhalt angibt, nämlich ein Bechteck, dessen Grundlinie gleich der 
Breite jedes Belastungsstreifens und dessen Höhe gleich dem Sechs- 
fachen der betreffenden Strecke ist. Dieser Fläche entspricht ein 
Mauervolumen und diesem ein Gewicht. 

62, Aufgabe, Nach welchem Gesetze muß die innere Wölblinie 
gestaltet sein, wenn die Belastungsfläche nach oben dwrch eine hori- 
zontale Geralde begrenzt wird u/nd eine Siützlinie möglieh sein soll, die 
mit der inneren WölbUnie zusammenfällt? 

Lösung, Li bezug auf ein durch den Bogenanfang in hori- 
zontaler und vertikaler Bichtung gelegtes Koordinatensystem seien 
die Koordinaten eines Punktes der gesuchten Wölblinie x und jif, die 
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Höhe der Belastungslinie über dem Koordinatenursprunge a, die 
Spannweite l und die als gegeben zu betrachtende Pfeühöhe des 
Bogens f. Die Höbe der Belastungsfläche bei der Abszisse x ist dann 
gleich a — y zu setzen und die Differentialgleichung der Wölblinie 
lautet, da sie mit einer Sttltzlinie zusammenfallen soll. 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung ist 



1 



y^a + Äe^ + Be ^^. 
Die Integrationskonstanten Ä und B folgen aus den Grenz- 
bedingungen, nach denen y = für x =^ und y = /* für » «= y 

werden muß. Dazu konmit zur Bestimmung des gleichfalls un- 
bekannten Horizontalschubes H die Bedingung, daß im Scheitel, 

also für ^ '^ -q' ^^^ Differentialquotient von y zu Null werden muß. 

Die drei Gleichungen lassen sich nach den unbekannten Ä^ B und H 
ohne Schwierigkeit auflösen und durch Einsetzen der gefundenen 
Werte erhält man für y 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

53. Aufgabe. Auf einen Pfeiler stützen sich von beiden Seiten 
her Gewölbe in ungleicher Höhe (Abb. 205); man soU die StaMUtät 
des Pfeilers untersttchen. 

Lösung. Der rechts angreifende Bogen ist halbkreisförmig. 
In einem solchen Falle ist der untere Teil des Bogens nicht mehr 
zum Gewölbe, sondern schon als Bestandteil des Widerlagers zu 
rechnen. Jedenfalls muß nämlich der Pfeiler den vom Gewölbe 
kommenden Horizontalschub aufnehmen. Dies kann aber nicht oder 
wenigstens nicht ausschließlich durch die horizontale Eämpferfiige 
geschehen, sondern die unteren Teile des Gewölberückens, die vom 
Pfeüermauerwerke gegen eine horizontale Verschiebung gestützt sind, 
müssen sich daran wesentlich mit beteiligen. Die bei der Behand- 
lung der Gewölbe vorangestellte Annahme, daß auf den Wölbrücken 
nur Lasten in lotrechter Richtung einwirkten, ist demnach im unteren 
Teile des halbkreisförmigen Bogens sicher nicht mehr erfdllt, d. h. 
dieser Teil ist bei der Untersuchung des Gewölbes nach den dafOr 
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fr&her gegebenen Lehren ganz auSEuschlieBen und dafür als Bestand- 
teil des WiderlagerB zu behandeln. 

Nun &agt sich freilioL, wie weit man diesen unteren Teil rechnen 
soll. In der Abbildung ist der Fugenschnitt xx gezogen und an- 

I 



-f 



genommen, daß der rechts davon liegende Teil als Gewölbe, der links 
davon liegende als Widerlager anzusehen sei. Man könnte aber xx 
ganz gut auch etwas mehr nach links oder mehr nach rechts rfleken. 
Im allgemeinen empfiehlt es sich in solchen zweifelhaften Pätlen, 
die beiden äufiergten Lagen, die man schätzungsweise noch für an- 
nehmbar halten kann, in Aussicht zu nehmen und die Betrachtung 
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fOr die beiden extremen Fälle gesondert durchzufahren. Dabei muß 
nicht gerade verlangt werden, daß das Gleichgewicht auch für beide 
extreme Fälle noch hinreichend gesichert sei; man weiß vielmehr 
umgekehrt, daß Gewölbeeinstürze nur dann zu erfolgen pflegen, wenn 
überhaupt auf keine Art mehr Gleichgewicht zustande kommen kann. 
Inmierhin wird man sich nicht damit beruhigen, nachgewiesen zu 
haben, daß das Gewölbe gerade noch an der Grenze des Gleich- 
gewichts steht, sondern man wird noch einen gewissen Spielraum 
för die Gleichgewichtszustände verlangen, die keinen Einsturz be- 
fürchten lassen. Hierüber wird man sich am besten dadurch einen 
Überblick verschaffen, daß man die äußersten Fälle in Betracht zieht. 
In Abb. 205 ist indessen nur für eine mittlere Lage des Schnittes xx 
die Konstruktion durchgeführt; für andere Annahmen von xx wäre 
sie in derselben Weise zu wiederholen. 

Für den rechts von xx liegenden Teil des Bogens zeichnet man 
*nun eine Stützlinie, die durch die Mitten der Scheitelfuge und der 
Fuge XX geht. Dies wird genau so durchgeführt wie in Aufg. 51 
und bedarf hier keiner weiteren Besprechung. Den zum Schnitte xx 
gehörigen Fugendruck setzt man dann mit dem Gewichte des links 
von XX gehörigen Abschnittes 5 und die daraus hervorgehende Re- 
sultierende weiterhin mit dem Pfeilergewichte 6 zusammen, das bis 
zum Kämpfer des unteren Bogens, also bis zu dem mit yy bezeich- 
neten horizontalen Fugenschnitte gerechnet ist. 

Hierauf zeichnet man auch die zum unteren Bogen gehörige 
Drucklinie, die durch die Mitten von Scheitel- und Kämpferfuge 
gelegt wird. Im Kräfteplane Abb. 205^ kann 0' als der zu dieser 
Drucklinie gehörende Pol angesehen werden. Die für die erste Zu- 
sammensetzung der Lasten dienenden Seilpolygone wurden übrigens 
mit Hilfe von Kräfteplänen konstruiert, die in die Abbildung nicht 
mit aufgenommen sind. — Vereinigt man die vom oberen Bogen 
und dem Pfeilergewichte 6 herstammende Kraft mit dem Kämpfer- 
drucke des unteren Bogens, so erhält man den im Kräfteplane durch 
die Strecke 0(y dargestellten resultierenden Fugendruck für den 
Fugenschnitt yy. Dieser ist dann femer noch mit dem zwischen 
yy und Z0 liegenden Pfeilergewichte 9 vereinigt, womit der Druck 
auf den Pfeilerfuß gefunden wird. — Wenn man will, kann 
man zwischen yy und zz auch noch einige andere horizontale 
Fugenschnitte einschalten und die zugehörigen resultierenden 
Fugendrücke in derselben Weise konstruieren. Man erhält dann 
den Verlauf der Stützlinie im Pfeiler noch etwas genauer. Die 
Berechnung der Kantenpressung in der Fuge zz kann nach den 
früher gegebenen Anleitungen nun auch noch leicht ausgeführt 
werden. 
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In Abb. 205 ist angenommen, daß die Belastüngslixde der blei- 
benden Last nach oben durch eine horizontale Gerade begrenzt sei, 
daß aber auch eine über dem linken Bogen stehende verhältnismäßig 
große bewegliche Last hinzukomme, die ebenfalls in einer Über- 
mauerungshöhe ausgedrückt ist. Diese könnte ebensogut auch 
Über dem rechten Bogen stehen und die Untersuchung wäre für 
diesen Belastungsfall zu wiederholen. Dabei zeigt sich indessen, 
daß der hier betrachtete Fall der gefahrlichere fiir den Bestand 
des Pfeilers ist. 

Schließlich bemerke ich noch, daß außer den durch die Mitten 
von Scheitel- imd Eämpferfugen gezogenen Stützlinien natürlich auch 
noch andere möglich sind und darunter solche, die dem Bestände 
des Pfeilers günstiger sind als jene. Es ist daher selbst dann, wenn 
für keine Lage der vorher eingeschätzten Linie xx Gleichgewicht 
des Pfeilers ohne Überschreitung der zulässigen Eantenpressung mög- 
lich ist, immer noch keineswegs zu erwarten, daß der Pfeiler nun 
auch wirklich einstürzen müsse. Zu erwarten ist weit eher, daß 
nach geringen Bewegungen des Pfeilers ein anderer Gleichgewichts- 
zustand in den Wölbbögen zustande kommt, der fiir die Beanspmchimg 
des Pfeilers günstiger ist. Erst dann, wenn es auch durch solcbe 
Veränderungen in den Lagen der Stützlinien in den Gewölben nicht 
möglich sein sollte, einen mit der Festigkeit des Materials verträg- 
lichen Gleichgewichtszustand herzustellen, wäre ein Einsturz ohne 
Zweifel zu erwarten. 

54. Aufgabe. Ein Träger ist auf beiden Seiten eingespannt 
wnd trägt die in Abb. 206 angegebenen Lasten. Man soU die Gestalt 
der Momentenfläche nach der in § 66 besprochenen Methode ermitteln. 

Lösung. Die Momentenfläche wird jedenfalls aus einem Seü- 
polygone ABCBE in Abb. 207 gebildet, das zu den gegebenen 
Lasten sofort gezeichnet werden kann, dessen Schlußlinie FG aber 
vorläufig unbekannt ist, da deren Lage von den Auflagerkräfben 
und Einspannmomenten abhängig ist. Die Endtangenten 1 und 4 
der elastischen Linie in Abb. 208 müssen beide horizontal sein und 
auf dieselbe Gerade fallen. Zwischen den Seilspannungen 1 und 4 
des zweiten Seilpolygons liegen die aus der Momentenfläche hervor- 
gehenden Lasten I, II, HI. Man ermittelt die Schwerlinie und den 
Inhalt des positiven Anteils ABCBE der Momentenfläche und kennt 
damit die Last II nach Lage und Größe. Von der Lastlinie I 
weiß man, daß sie eine Schwerlinie des Dreieckes AFG bildet und 
daher um ein Drittel der Spannweite vom linken Auflager entfernt 
ist. Die zum Dreiecke AGE gehörige Lastlinie ist um ebensoviel 
vom rechten Auflager entfernt. Man zieht die Seilspannung 2 in 
Abb. 208 in beliebiger Richtung (entsprechend der willkürlichen 
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Verzemmg der elastischen Linie) nnd schiebt 3 dazwischen. Hierauf 
kann der zu dem Seilpolygone gehörige Eräfteplan in Abb. 209 
konstruiert werden, indem man die der Größe nach bekannte Last II 
in einem passend gewählten Maßstabe abtragt und Parallelen zu 




.a 



Abb. 200 bis 200. 



den Seilstrahlen zieht. Dadurch findet man die Größen der Lasten I 
und m in demselben Maßstabe, d. L die Flächen der Dreiecke AFG 
und AG- E in Abb. 207. Hiermit kennt man auch die Höhen AF 
und GE dieser Dreiecke, d. h. die beiden Einspannmomente des 
Balkens und die Verbindungslinie FG liefert die gesuchte Schluß- 
linie, womit die Aufgabe gelöst ist 
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fi^ «. (2)71 

Differentdalgleichuiig der Seilkurre, H Horizontalzag, q Be- 
lastung auf die LaBgeneinheit bezogen. 

Gleichung der Seilkurre ffir gleichförmige Lastrerteüung. 

f=m=lE' (5)« 

f Pfeil der Seilkurve; l Spannweite, Q gesamte (gleiclifSrmig 
yerteilte) Last. 

*-^ + ^»-^ + |-T' (7u.8)74 

Näherangsformel für die Bogenlänge i des Parabelbogens. 

Differentialgleichung der Eettenlinie, y Belastong filr die 
Längeneinheit. 

» = -sinh^. (14)77 

Formel f&r die Bogenlänge s der Eettenlinie; vom Scheitel 
bis zu einem Pnnkte mit der Abszisse x. 

y^'a cosh— > (17) 78 

Gleichung der Eettenlinie, a deren Parameter. 
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8 = yy, (18) 78 

8 Seilspannimg der Eettenlinie an einem Punkte mit der 
Ordinatey. e ^ F • P, (20)91 

9 Tragheitsmoment einer Quersclinittsfläclie vom Inhalte F. 
Die Fläche F wird von einer Seilknrve und ihren beiden 
Endtangenten eingeschlossen. 

irn = ^. (27)94 

Hn Horizontalzug der Seilkurre^ die die elastische Linie eines 
Balkenträgers angibt, wenn die Momentenfläche als Be- 
lastungsfläche gewählt wird^ E Elastizitätsmodul^ B Träg- 
heitsmoment des Trägerquerschnittes und Bi Horizontalzug 
des ersten Seilpolygons^ das die Momentenfläche darstellt. 

m — 2» — 3, (33) 178 

m Zahl der Stäbe für das statisch bestimmte ebene Fachwerk 
. von n Knotenpunkten. 

Z=-^, (36)198 

X Spannung eines Stabes in einer Grundfigur (Methode Ton 
Henneberg)^ Tg Spannung im Ersatzstabe unter den ge- 
gebenen Lasten^ Ug Spannung infolge eines Zuges von der 
Lasteinheit längs der Richtungslinie des beseitigten Stabes. 

w = 3n — 6, (54) 244 

m Zahl der notwendigen Stäbe im räumlichen statisch be- 
stimmten Fachwerke von n Knotenpunkten. 

m^n + f-^2, (58) 249 

Satz von Euler, m Zahl der Kanten^ n Zahl der Ecken, f Zahl 
der Flächen in einem einfach zusammenhängenden Polyeder- 
mantel, i 

r = ^^ (59)808 

r StabkonstantC; die zu einem Stabe voix der Länge l und 
dem Querschnitte F gehört, E Elastizitätsmodul; 

Al^rS, (60)808 

AZ elastische Längenänderung des Stabes unter der Spannung 8. 
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Maxwell- Molirsche Fonnel fdr die elastische Verschiebung x 
eines Sjiotenpnnktes im Sinne der Lastrichtang von P; 
8 Stabspannungen^ die zu den wirklich vorhandenen Lasten 
gehören, T die Spannungen, die durch die willkürUch hinzu- 
gedachte Last P herrorgebracht würden. 

X ^. (67)824 

Maxwell -Mohrsche Formel für die Spannung X im über- 
zähligen Stabe eines einfach statisch unbestimmten Fach- 
werkes, T Spannungen, die im „Hauptnetze'' (nach Fortnahme 
des überzähligen Stabes) durch die gegebenen Lasten herror- 
gebracht würden, u Spannungen im Hauptnetze infolge einer 
längs der Richtungslinie des überzähligen Stabes angebrachten 
Zugspannung Yon der Lasteinheit, r Stabkonstanten. Die 
Summen sind über den überzähligen mit zu erstrecken. 

--r ZurT • 2v*r—'2vrT • Zuvr 
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(71) 828 

dasselbe far den Fall des zweifach statisch unbestimmten Fach- 
werkes, X, T die Spannungen in den beiden überzähligen 
Stäben, v die Spannungen im Hauptnetze für eine Zug- 
spannung Yon der Lasteinheit längs der Richtungslinie des 
zweiten überzähligen Stabes. 

^=-zi-r> (72)881 

X Spannung im überzähligen Stabe (k) eines einfach statisch 
unbestimmten Fachwerkes, wenn die Temperatur des über- 
zähligen Stabes um t^ erhöht wird, rj Ausdehnungskoeffizient 

<y = -y- ± -jt-' (82) 878 

Formel für die Eantenpressung tf im Gewölbe, die durch den 
im Abstände u Ton der Fugenmitte angreifenden Fngendruck 
U (für die Längeneinheit) hervorgebracht wird, wenn ,sich 
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Sflita 

die SpaiiTiimggverteilqng über die ganze Fuge yon der Länge f 

erstreckt; 12 

tf = 2 • r* — , (83) 874 

»(t— ) 

dasselbe ffir den Fall; daß sich die Fuge anf der andern Seite 

offiiet. 1 /» /• 

y = -^j dx jqdx + C^x + C„ (84) 876 

Gleichung der Stfitzlinie eines Gewölbes for lotrechte Fugen- 
schnitte; H Horizontalschub; C^ und C^ unbestimmte Inte- 
grationskonstanten; 2 Belastungsintensität (Last für die 
Längeneinheit) an der Stelle x. 
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+ ^^ds, (85)882 



(88)404 



Ä Formänderungsarbeit im WolbbogeU; iZ Fugendruck; E Ela- 
stizitätsmodul; M Moment des Fugendruckes for die Fugen- 
mittc; / Fugenlänge. 

Mnln + 2 Jf„ + i Qn + ln+l) + Jlfn+2?n+l 

^ 2 (Bnln + Bn-{.lln-\-l)f 

Gleichung der drei Momente für den durchlaufenden Balken 
(Glapeyron); Mn, Mn^i Mn+i die unbekannten Momente 
über drei aufeinander folgenden Stützen; Bn und J5n+i die 
Yon den zugehörigen; gleichförmig yerteilten Lasten in den 
Mitten beider Offiiungen unter der Voraussetzung getrennter 
Überdeckung der einzelnen Offiiungen hervorgerufenen Bie- 
gungsmomente; In und In + i die Spannweiten der beiden 
offiiungen. 

Mn + l + 2Jf„ + 8 = 2Bn+l (89) 405 

und 

Mi + 2 Ml ^2 J5i; (90) 405 

Gleichungen fi^r die beiden Trägerenden ; die den Glapeyron- 
schen Gleichungen (88) hinzutreten; wenn der Träger an den 
Enden eingespannt ist; n + 2 letzte Stütze; sonst dieselben 
Bezeichnungen wie im yorigen FaUe. 
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